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1 Uvod

1.1 Cil

Cilem tohoto modulu je seznamit studenty s teorii pruznosti. Modul navazuje
na predmét Pruznost a pevnost, jehoz ucivo rozsituje o:
- obecné podminky feseni télesa, @8
- stény,
- desky,
- skotepiny
- uvod do energetickych metod,

- metodu kone¢nych prvkd.

1.2 Pozadované znalosti

- BDO1 Zaklady stavebni mechaniky,
- BDO02 PruZnost a pevnost,
- BDO04 Statika Il

Probirana latka predpoklada zékladni znalosti z predméti: @E]

,I
1.3  Doba potrebna ke studiu EH

Predpokladana doba ke studiu je cca 120 hodin pro nastudovani uc¢ebniho tex-
tu.

1.4 Klicova slova @3

Pruznost (elasticity) — je ¢ast mechaniky, ktera studuje vztahy mezi deforma-
cemi téles a vn¢jSimi silami, které na téleso plisobi. V tlohach pruznosti se
potom fesi, zda deformace télesa ¢i konstrukce nepfesahla dovolenou hodnotu
(www.wikipedia.org).



Plasticita materialu (plasticity) — schopnost materialu bez poruseni kontinuity
trvale uchovat deformace, vyvolané uc¢inkem vnéjSich sil, poptipad¢ zvétSovat
je vlivem plastického toku. K plastické deformaci dochazi, piekroci-li napéti
od zatizeni mez pruznosti. Plasticita zalezi na typu materidlu jeho struktufe,
Cistot¢ 1 na podminkach zatézovani, zejména teplote, rychlosti a zmén¢ zatizeni
I na tvaru a velikosti télesa (Www.C0jeco.cz).

Geometrické rovnice (geometric conditions) — téz geometrické podminky, po-
pisuji vztahy mezi pfemisténimi (posunutimi a pootocenimi) a pomérnymi de-
formacemi.

Fyzikalni rovnice (constitutive conditions) — téz fyzikalni podminky. Popisuji
vztahy mezi napétimi a pomérnymi deformacemi.

Rovnice rovnovahy (equilibrium conditions) — téz podminky rovnovahy. Popi-
suji vztahy mezi vnéjSimi silami a napétimi a mezi nap€timi navzajem.

Rovnice spojitosti deformace (compatibility conditions) — téZ podminky
kompatibility. Vyjadiuji skute¢nost, Ze téleso, které je spojité vyplnéno
latkou pi‘ed deformaci, ztistane spojité i po deformaci.

1D problém (1D problem) — téZ prutovy problém. Jedna se o redukci obecného
télesa na linie. Dal$i dva rozméry se vyjadiuji souhrnné pomoci prifezovych
charakteristik.

2D problém (2D problem) — redukce obecného télesa na plochy. Treti rozmér
se vyjadfuje pomoci tloustky. V technické praxi se jedna o stény, desky a sko-
fepiny.

Sténa (wall) — Rovinna 2D konstrukce, ktera je zatizena a okrajové podminky se
realizuji v roving stény.

Deska (plate) - Rovinna 2D konstrukce, ktera je zatizena a okrajové podminky
se realizuji kolmo k rovin¢ desky.

Skotepina (shell) — obecné zaktivena 2D konstrukce, ktera je zatiZzena v plose
I kolmo na rovinu fidici plochy.

Deformacni prace (deformation work) — prace vnéjsich sil vynalozena na de-
formaci télesa.

Energie deformace (deformation energy) — energie akumulovana ve zdefor-
movaném télese

Virtualni prace (virtual work) — prace sily na draze, ktera se silou pfic¢inné
nesouvisi. Sila pracuje na draze, kterou nezpusobila.

Variac¢ni princip (variational principle) — tvrzeni, podle néhoz je rovnovaha
nebo skutecny pohyb soustavy urcen nulovou variaci (stacionarni hodnotou)
jisté fyzikdlni veli¢iny zavislé na charakteristikdch systému. (encyklopedie
WWW.C0j€eC0.Cz)

Funkcional (functional)- predpis, ktery pfifazuje realné, respektive komplexni
Cislo kazdému prvku jisté tiidy matematickych objekti (encyklopedie
WWW.C0jeco.cz). Pro ucely tohoto textu mizeme definici funkcionalu zuzit na
ptedpis (v pruznosti typicky integral), jehoz defini¢ni obor je mnozina funkci a
obor funk¢nich hodnot je mnoZzina redlnych cisel.



http://www.cojeco.cz/
http://www.cojeco.cz/

Ritzova metoda (Ritz method) — varia¢ni metoda, jejiz nahradni funkce jsou
platné pro celou feSenou oblast.

Metoda konec¢nych prvki (finite element method)- je numerickd metoda
slouzici k simulaci prubéhi napéti, deformaci, vlastnich frekvenci, proudéni
tepla, jevi elektromagnetismu, proudéni tekutin atd. na vytvoteném fyzikalnim
modelu. Jeji princip spociva v diskretizaci spojitého kontinua do urcitého (ko-
ne¢ného) poctu prvkd, pti¢emz zjistované parametry jsou urcovany v jednotli-
vych uzlovych bodech (www.wikipedia.org). Oproti Ritzové metodé jsou na-
hradni funkce platné pouze na jednom konecném prvku.

Izoparametricky koneény prvek (isoparametric finite element) — geometrie
prvku i tvar nahradnich (interpola¢nich) funkei pro popis hledanych poli jsou
definovany stejnym poctem parametra.

Superparametricky koneény prvek (superparametric finite element) — geo-
metrie prvku je zadana vét§im poctem parametrii nez tvar nahradnich funkci
pro popis hledanych poli.

Subparametricky konecny prvek (subparametric finite element) — geometrie
prvku je zaddna mens$im poctem parametri nez tvar nahradnich funkci pro po-
pis hledanych poli.

Kompatibilnimi kone¢ny prvek, téZ konformni (compatibility finite ele-
ment) — prvek, ktery zajisti na hranach spojitost posunt a jejich derivaci.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Nap%C4%9Bt%C3%AD
http://cs.wikipedia.org/wiki/Deformace
http://cs.wikipedia.org/wiki/Frekvence
http://cs.wikipedia.org/wiki/Proud%C4%9Bn%C3%AD_tepla
http://cs.wikipedia.org/wiki/Proud%C4%9Bn%C3%AD_tepla
http://cs.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetismus
http://cs.wikipedia.org/wiki/Tekutina
http://www.wikipedia.org/

2 Zakladni pojmy

Matematicky popis chovani téles pii silovém a nesilovém namahani

Téleso — kontinuum — popis spojitymi funkcemi
(slozité parcialni diferencialni rovnice)

u(x,b)

- P(f)
—>

NN NN N

Popis pomoci poli. Jednotliva pole — ze zdkladni (inZenyrské) pruznosti
1. Pole posunuti

2. Pole deformaci

3. Pole napéti

V metod¢ kone¢nych prvki je téleso diskretizovano.

B e

Zakladni vztahy mezi jednotlivymi sloZkami poli:
1. Deformace ess==s posunuti.
2. Napéti o= deformace.

3. Dalsi vztahy (napf. podminky rovnovahy, rovnice kompatibility).

3D modely MKP

Kontejment JE Temelin Propiler
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Piivadé¢ VE Matka Make-
donie

2.1  Pole posunuti

u= uy = Uy Uy u; T

Ux, Uy, U, jsou slozky vektoru posunu-
ti {u},

Uy = Uy X,Y, 2t =X —X,

u, =u, X,¥,z,t =y-—y,

U, =Uu, x,y,z,t =z—2.

Pole posunuti: u = u x,y,z,t .

Pole posunuti ve statice: u = u x,y,z .

2.2 Pole deformaci

Dva sousedni body (viz obrazek nize):
Axy,z,Bx+dx.y+dyz+dz.

du,
Mira deformace du = duy ,
du,

Visuta lavka, Kolin
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kde duy, duy, du, jsouslozky vektoru du.
Vyjadieme kvadrat vzdalenosti mezi body A a B pted deformaci
dl? = dx? + dy? + dz?,
a po deformaci
dl * = dx+du, 2+ dy+du, + dz+du, 2
Teorie malych deformaci:

a) &; <1,

b) nejvétsi posuny jsou fadové mensi nez nejmensi rozmér télesa,

C) nejvetsi vzajemné pootoceni diferencialnich usecek pied a po deformaci
jsou mensi nez 7760, tj. 3°.

Elementarni Sestistén:

e objemovée deformace,

e thlové deformace (zména tvaru).

Mira deformace elementarniho Sestisténu na jednotku délky — pomérna defor-
mace.

& &y, Enz pomérné deformace (objemové), odpovidajici translaci,
Eyr Eyzr Exx pomérné deformace (hlové), odpovidajici rotaci,

plati &y = &x &2 = &y, &x = &
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Deformace v libovolném bodé télesa je popsana vektorem sloZek deforma-
ci

&= = &xx gyy €2z exy

Pomémé deformace télesa jsou v sousednich bodech télesa obecné rizné,
v dynamice i funkci ¢asu. Pod vlivem vné&jSiho zatiZzeni vznika v télese stav
deformace (pole deformaci)

E=¢€xYy,2t.

2.3  Pole napéti

TELLSO

PLOCHA ROZDELUICT TRLESO

_dF

Napeéti: Oy =
p 0= 72

Vektor op je Casto rozkladan na on (normalové napéti) — smér shodny

s orientaci normaly n na plose dA ana ot (te¢né napéti) lezici v roviné plochy
dA.

Stav napéti v bode A(X,Y,z) popisuje tenzor napéti pro tento bod.

0p = Oy x,y,Z,t .
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)J
i Y Op G,
) " ;BOD A

T ./ PLOCHA dA

: VD

L o=t |

™ A ‘

VT T | /

/ / X
\, / x '/

NCEHHEHHE /S X R
/“/ I 17 R

.  ORIENTACE PLOCHY dA

Plati
Oy Oxx Oxy Oxz COSC
0o = Oy = Oyx Oyy Oyz . COSP
0y Ozx Ozy Ozz cosy
kde
Ox Oy, O jsou slozky vektoru op ve smérech os X, Y, z,
a, By jsou smérové uhly normaly elementarni plochy dA (Casto se

znai cosa = [, cosff = m, cosy = n).

Vektor napéti op na elementarni plose dA (poloha plochy je definovana sméro-
vymi uhly ¢, £, ynormadly n) je jednoznaéné uren pomoci normalovych napéti
Ox, Oyy, Oz a te€nych napéti oxy, Ox, Oyx, Oy, O, Ozy plsobicich na sténach
elementarniho Sestisténu o rozmérech dx, dy, dz.

Matice

Oxx Oxy Oxz
Oyx  Oyy Oyz

Ozx Ozy Ozz
se V teorii pruznosti nazyva tenzorem napéti. Je symetrickd, takze plati o,y =
Oyx, Oyz = Ozy, Ozx = Oxz.

Stav napéti v libovolném bodé A(X,y,z) I1ze jednozna¢né popsat pomoci vektoru
sloZek napéti

Pod vlivem pusobeni vnéjsiho zatizeni vznika v télese pole napéti

c=0 X,Y,27t .
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Existuji tfi plochy dA (vzajemné mezi sebou kolmé), pro které napéti o
Vv libovolném bodé A(X,y,z) dosahuje hodnot

Maximum Omax,
mMinimum omin,

Ostr.
Sméry normadl na téchto tfech plochach definuji hlavni osy napéti v daném bo-
d€. V hlavnich osach jsou te¢na napéti rovna nule.

Napéti odpovidajici poloze hlavnich os se nazyvaji hlavni napéti gy, g5, 05.

Omax = 01 = Oty = O3 = Omax = 03

2. hlavni osa

\\y

G3

3. hlavni osa
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Obdobn¢ matice pomérnych deformaci se Vv teorii pruznosti nazyva tenzorem
deformace

1 1
Exx E Exy E Exz
1 1
€= 28x &y ¢z
1 1
E Ezx E Ezy €2z
E1 =6 = &5 jsou hlavni deformace.
Y

Exx

/|

4

Pt feSeni uloh pruznosti hledame

pole posunuti — 3 funkce uy, uy, U,

pole deformaci — 6 funkci &, &y, &z, &y &2 Ex
pole napéti — 6 funkci o, oy, i, Oxy, Oyz, Oax.
Tj. celkem 15 funkeci pro popis chovani télesa.

Pro analytické feSeni statického a dynamického chovani (tj. ur€eni posunuti,
deformaci a napéti) pfi plisobeni zadané¢ho vnéjSiho zatizeni a teploty je nutno
definovat zékladni rovnice teorie pruznosti vyhovujici okrajovym podminkdm
(ptedepsané silové plisobeni nebo piedepsané posunuti), tzn. je nutno definovat
15 rovnic.
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3 Zakladni rovnice v teorii linearni pruznosti

1) Vztahy mezi deformacemi a posunutimi,

2) Vztahy mezi napétimi a deformacemi,

3) Statické podminky rovnovahy,

4) Doplnkové rovnice — rovnice kompatibility

3.1 Vztahy mezi deformacemi a posunutimi — geome-
trické rovnice

Matematicky zapsano, vyjadiuji geometrické rovnice vztah e = f u .

e =T, u+T,u,

kde
£ je vektor deformaci a
u je vektor posunuti.

Linearni operator
]

— 0 0
Ox 5 ou .o,
0 5% © d,u’.a,
d T
00 5 ~ . d,u .0,
re = 9 P y rn —_ rn u = E T T )
% ox 0 Oyu ".0, + dyu .0y
a 0 T
0 - = dyu .9,+ o,u’.o,
2 0 a d,u T.ax + O,u T.E)Z
dz ox
. da ad 0
kdeai—dlag a,a,a
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Po rozepsani

ouy
x
gxx %
Eyy duy
€2z _ 9z
gxy - %
Eyz 9y
E2x ‘%
Juy
9z
gxx
&yy
SZZ
Exy
Eyz
gZx

V ptipadé€ linearni Glohy pruznosti plati

a

— 0

ax

a

Exx 0 a
&
Yy
&y, 0 0
Exy 2 9
Eyz ay aax
Ezx 0 E

a

— 0

dz

Oouy
ox
duy,
oy
duy,
ox

ux
“ Uy
uZ

Plole o Rl o o

ouy
ouy

ouy

Ouy

ax
ay

0z
ouy

dx 0dy
Ouy
E 0z
Ouy
0z

2y

Dy
dx

ouy
ax

ouy

ay

ouy

0z
ouy )
ax

duy

ay

duy

dz

ouy

ay

duy

dz

duy

ax

po rozepsani

Vztah & 4= U popisuje 6 rovnic.

duy,
ox
duy, 2
oy
duy, 2
0z
duz OJug
ax oy
duy, . ouy,
0y oz
duy, . ouy,
0z ox
Exx = %
u
&y = a_yy
Ezz = %
__ Oduy , Ouy
gxy = E E
_O0uy | Ouy
gyz = E E
duy | uy

&
zx dz ax
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3.2  Vztahy mezi napétimi a deformacemi — fyzikalni

rovnice
Gxx gxx
Oyy Eyy
O—ZZ “ gZZ
g xy exy
Oyz Eyz
O-Z.’JC gzx

3.21 Objemové zmény

Pro jednoosou napjatost — izotropni material (index * oznaduje jednoosou na-
pjatost)

1 1

Exx = T Oxx)

1 v

Eyy = — 7 Oxx»
v
1‘gzz = T Oxx
kde
E je modul (Younguv) pruznosti,
1% je soucdinitel pii¢né kontrakce (Poissontv souéinitel). Plati 0 < v < 0,5.

U.I'.I

\_\N
S
S
N
@
ey
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3.2.2 Tvarové zmény

V roving yz:
1

gyz =71 + V2,
1 _ 1+v
Sw-—27rqw,

Pro prostorovou ulohu podle
principu superpozice (linearni
vztah mezi oa &) plati
oc=D-g  cozje vztah mezi
polem napéti a polem deforma-
cia

e=D1-¢ je vztah mezi
polem deformaci a polem napé-
ti,

kde

D je matice pruznostnich konstant.

PG N G S

Rozepsano pro model linearniho izotropniho materialu

1—-v v v 0 0 0

v 1—-v v 0 0 0

v v 1—-v 0 0 0

___E 9 0 o =2 o0 o0

1+v 1-2v 2
0 0 0 0 == 0
0 0 0 0o o0 ==
Vztah mezi ¢a o (maticovy zapis)

Exx 1 —-v —-v 0 0 0

Eyy -v 1 v 0 0 0

£,z 1 —wv —-v 1 0 0 0

&y E O 0 0 21+4v 0 0

Eyz 0 0 0 0 21+4+v 0
Ezx 0 0 0 0 0 21+4v

Uvedené rovnice se nazyvaji fyzikalni rovnice.

Vztah o @b £ popisuje 6 rovnic.
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Po rozepsani

T 1
Exx =7 Oxx — U Oyy + 05, +aT,
Exx
Te,, == g, — + +aT
Eyy =7 Oyy =V Oxx + 0y aT,
Eyy
T _1 T
SZZ—E Oz — VU Oxx + 0y, +al,
€zz
T _ _ 1+v
Exy = Exy = ZTO'xy,
T _ _ 1+v
Eyz = Eyz = Z—E Oyz
T _ _ 1+v
EZJC - SZJC - 2 E O-ZX'

Clen oT se pouzije v piipadé zmény teploty viii referenéni o 7° (a. je souini-
tel tepelné roztaznosti materialu [K™']). Index " oznaduje deformaci véetné vli-
vu zmény teploty.

Inverzni vztahy lze ziskat feSenim soustavy vyse uvedenych rovnic:

_ E T T T EaT
Oxx = 7o 170 1—v "€ +v Eyy + &z P
_ E T T T EaT
9y = i 1o 1-v "gyy U "&xx + "€y o
_ E T T T EaT
02z = Ty 1-20 1=v Tg;, +vU et Eyy 1-2v'
__F T
Oxy = 3140 oxv
__F T
Oyz = 310 vz
_ T
Oz2x = 3149 Czx:
Vztah mezi o a € (maticovy zapis)
1—-v v v 0 0 0 Te
p
Oxx v 1-v v 0 0 0, 1
o. _ vy 1
vy v v 1-v 0 0 0
Oz __E__ 0 0 0 2 o o (G _rar 1
Oxy  1+v 1-2v 2 . Tgxy 1-2v
-2V
Ty 0 0 o 0 =T 0 1 0
a. -2
2 0 0 0 0 0 = Te, 0
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3.3  Vztahy mezi napétimi a napétimi a zatiZenim —
podminky rovnovahy

Uvazujeme 9 slozek napéti piisobicich na elementarni Sestistén (pro piehled-
nost jsou na obrazku vykresleny slozky jenom na dvou sténach).

y
|
| 2
6. Our )
QN
Oxx | X
(T om0,
ooy P~ P
//
Ve
A7
4
Silové podminky do os X, y a z.
aO'xx aayx acrzx _
ox + dy + dz +X=0,
aaxy aayy aazy . sy s . ,
+ + +Y =0, 3 diferencialni rovnice rovnovahy.
dx ay 0z
aUxZ ao.yz aUZZ _
dox + oy + oz +Z=0,
kde
X, Y, Z jsou objemoveé sily.

Momentové podminky rovnovéhy vedou po zanedbani ¢lent vyssich fadii na
vztahy

ny =:Oky,
Oxz = Ozx,

Ozy = Oy
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3.4 Resitelnost

Neznamé:

Uy, Uy, Uy,

Exr &y, 1z, Exyr Eyr Enxo 15 neznamych
Oxxy Oyy, Ozz, Oxy, Oyzy Ozx,

Rovnice:

6 geometrickych rovnic,

6 fyzikalnich rovnic, 15 rovnic

3 rovnice rovnovahy,

Dva postupy:

1. Reseni v posunutich (deformacni varianta),
2. Reseni v napétich (silova varianta),
Kombinaci obou postupti — smi$ena varianta.

Pii FeSeni je nutno splnit podminky kompatibility

3.5 Rovnice spojitosti deformace — podminky kompa-
tibility

Podminky kompatibility vyjadiuji skutecnost, ze téleso, které je spojité vypl-
néno latkou pred deformaci, zlstane spojité ipo deformaci. Odvodi se
z geometrickych podminek.

1. skupina rovnic
plati:

0%Exyx _ 03uy

dyz  9xdy?’

32%Eyy _ 3u,,
dx? 0x29y’

Po jejich secteni:

32Ex + ey _ Pux | Puy _ 82 duy 0wy
dy?2 dx2 dxdy2 = 0x29y  0xdy OJy ox
Exy

Analogicky se odvodi dalsi 2 rovnice
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az‘gxx azgyy — az‘gxl’
dy? axz  9xdy’
0%Eyy | 0%, _ 0%Ey,
0z2 dyz ~ dydz'
0%€,, | 0264y _ 0%Esy
ox2 dz2  9xdy’

2. skupina rovnic

dey, _ 0%uy | 3%u, N
dx  9z0x Ixdy
Oezx _ 0%uy | 9%uy
ay - dydz = 0xdy
Oexy _ 0%uy  3%uy
dz  9zdx dyoz
Dale plati

Bu, _ 9%&,,

xdydz  9xdy’

po dosazeni bude

i 0&y,

a€zx afxy

—

0%€,,

dz Ox

Analogicky cyklickou zdménou indexti dostaneme dalsi 2 rovnice

ay 0z

oxdy’

0 Oegy + Ogzx Ogyy 0% Exx
ox dy oz ox dydz'
0 Oty , Otyz  Ofxx %Eyy
oy 0z ox dy dxdz’
0 Ogyz + ezx _ Otxy 0%&55
0z dx oy oz 0xdy’

0&yy

0&zx

O&xy

0%u,

ax

ay

dz

oxdy’
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4 ZjednodusSeni 3D ulohy na 2D a 1D ulohy
pruznosti

2D tlohy pruznosti jsou
e rovinna napjatost,
e rovinna deformace,

e rotan¢ symetricka uloha.

4.1 Rovinna napjatost

Predpoklady:
_ STREDNICOVA ROVINA

Ozz = Ozx = Oy
0,

e stiednicova rovina
lezi v roviné xy,

e zatizeni pusobi
V roving Xy,

e konstrukce je vzhle-
dem ke stfednicové
rovin€ uchycena
symetricky.

Z ptedpokladii plyne:

° &,=¢&4,=0

e Nenulové slozky ne-
zavislé
Uy, Uy,
Oxx) Oyys Oxy»
gxx1 gyy’ gxy

e Nenulové slozky zavislé

Uy, gz
Fyzikalni podminky
Oyx 1 v 0 Exx 1
E T EaT
Oyy =—= U 1.0 Tg, — 1.
o -V 0 0 1-v T 1-2v 0
xy 2 Exy
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Matice pruznostnich konstant v piipadé rovinné napjatosti

1 v 0
RN — E v 1 0
1 — 2 0 0 1—-v
2
€zz¢0'€zz=—§ Oxx + 0yy +aT

Poznamky:

Nekteré podminky kompatibility jsou naruSeny, feseni je dostatecné presné pii
feSeni tenkych stén (rovinné napjatosti télesa s malou tloust’kou).

4.2 Rovinna deformace

Predpoklad:
® &y = gyz = Ezx9
Z predpokladi plyne:
o g, *0,
e Nenulové slozky nezavislé
Uy, Uy,

Oxx» Oyy: Oxy»
Exx1 Eyyy Exy
e Nenulové slozky zavislé
Oyz-
Pracujeme s vyiezem Siiky dz (popfipadé s jednotkovou Sifkou — 1 délkova
jednotka).

Oxx 1-v v 0 Exx 1

Oyy = E v 1-v 0 g, —L4 4
1+v 1-2v 1-2v Yy 1-2v

Oxy 0 0 > Tgxy 0

Oz =V Oxx + 0y, —EaT,0,, =0, =0
Rota¢né symetricka uloha — FeSeni nadrzi, kopuli atd.

e (Odvozeni se neprovadi v kartézském systému soutadnic,
e (Odvozeni ve véalcovém systému soufadnic,
e Vyuziti bude uvedeno pozdéji.
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4.3 1D ulohy pruznosti

Vypoctovy model podélné namahaného prutu
1
Exx = L Oxx T aT,
v
Eyy = — 4 Oyy + aT,

v
€2 = ~ 502z + aT,

o = ETe,, — EaT,

D=E.

4.4  Dalsi vztahy v teorii kontinua

Napt. vztahy mezi napétim a rychlosti deformace

£ = A lg, opacné o = Ag,

kde
£ je vektor rychlosti pomérnych pietvoreni; (teCka oznacuje derivaci pod-
le Casu),

o je vektor napéti,
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Lo
tuhost tlumeni
1o
A je matice tlumicich konstant.

nebo opacné € - n ,plati A = %D.
Kelviniiv-Voightiiv model materialu
o, =0+ 0 =Ee+ne¢,

kde

E je Younglv modul pruznosti,

n viskozita (materialova konstanta, [Pa -

s]).
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3) Deformacni prace a energie deformace pri
prostorové napjatosti

e Kontinuum idealné pruzné — po odtizeni se vraci do piivodni polohy,

e statické zatizeni télesa — od nuly do kone¢né hodnoty relativné pomalu.
Pfi zatézovani proménné vnéjsi sily na poddajném télese konaji praci — defor-
macni prace vnéjSich sil.

Po zdeformovani télesa se v télese se v télese akumuluje energie — energie de-
formace.

B C ¢ Stla N
ox B 0
= | T G dydz
o A
D A Owdydz
Y £ dx Posun u,
adx s.dx
dx sy o =
Z X
Hranol namahany jednoduchym tahem.
O}'x‘ Nelinearni material
-3 O = N 7 .
3 wi oo
¢ —7 1 [3P] N ~
! R \ d| Index “c” oznacuje doplitkovou
‘ ) /‘ ‘ W‘ (komplementarni) praci
g
‘ ':.I 1 I ol ‘ 1 ‘ L ‘ -
Exx Exx
- Exx _ __dgzlcx

Intenzita energie deformace

e  pomérna potencilni energie W¢ — §rafovana ¢ast v grafu vyse,

e pro linearné pruzny izotropni material (v tahu)
d 1 —1lpo2 1 2
W = Eo-xxgxx - Engx - Eo-xx-
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Elementarni prace mezilehlé vnéjsi sily oy, dydz na pfemisténi de,,dx je
Oy Ay dxdydz .
Celkova prace linearné narustajici sily

&

dL = Sx’;xzo Ox A& dxdydz = dU
Pti prostém tahu plati

dU = Edxdydz

1
= o2.dxdydz.

ngx Sy AExy = %E g2 . dxdydz = %E Oy Exxdxdydz =

Plocha nad diagramem kiivky napéti — deformace je pomérna komplementarni
(doplitkov4) energie deformace

d — Oxx
W' = 7 Exxd Oy

V piipad¢ plisobeni na Sestistén smykového napéti o,y a oy je smykova defor-
mace &y imérna smykovému napéti

Oxy = G&yy

coz je Hooklv zdkon pro smyk,

kde
__*E o
T 214 — -1
y) 1+v Oxy ;' ! *GM
. !
Exy E XY G’ ] f"\% I
! ! !
a_1 Ty ] /
Wé¢ == —= | " /
2 G Y “y
Pii prostorovém namahani postupnym T /}/
sloZzenim jednotlivych energii ziskdme - / 2
| -—x =
we = : + + A=yd ¥
) OxxExx T OyyEyy T OzzE77 I A Vit 14N <

+ Oxy€xy + OyzE€yz
+ O-ZXSZJC

Pro linearni material vyraz v napétich (W% = W4)

d _ yyd _ 1 2 2 2 v
Wt=w*o = 75 Oxx + oy, + 05, — 7 OxxOyy + 0yy 0, + 0,0, +
1

2 2 2
55 Oxy T 0yz + 0z

V deformacich
wé=w? ¢ =% Ne® +2G e+ el +ef, +G by +ef,+e2

kde
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Ev
1+v 1-2v

A=

€ = Eyxx T Eyy T &2z

Napt.:

awcda_%_z ‘o — ¢ 6WC‘10_€
doxy E E VY zz. o ' aoy; Y
6WCd o _ e awd g .
a‘L'xy - Xy 6£ij - Y

Celkova energie deformovaného télesa o objemu V je rovna integralu pomér-
nych energii

U=, W.dV,
U= ,wdv.
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6 Metody reSeni okrajovych uloh teorie pruz-
nosti. Princip virtualnich praci a variacni

principy

Princip virtudlnich praci:

e princip minima potencialni energie (Lagrange),

e princip minima dopliikové energie (Castigliano).
Variacni principy zaloZzené na extrémnich vlastnostech funkcionalti dovoluji
odvodit vSechny zakladni rovnice teorie pruznosti a odpovidajici okrajové
podminky a také poskytuji metody priblizného feseni.

6.1 Energie soustavy

6.1.1 Potencialni energie soustavy — P.E.S

P.E.S. se také nazyva celkova potencidlni energie

[M=U+1L,

kde

U je potencialni energie deformace,

L je potencialni energie vnéjsich sil.

U= W? gy +eyy + &5+ 85y + 85 + 85, dV,

L=—-, Xuy+Yu, +Zu, dV - 5, DxUy + PyUy, + p U, dS.

Pruh nad objemovymi a povrchovymi silami znamena, Ze tyto sily jsou zadané.
Piemisténi na ¢asti S, povrchu S = S5, + S, jsou zadana (zndma).
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Hustota potencialni energie deformace W¢ (energie na jednotku objemu).
2

Ev u u du, 2 du, 2 ou
w* v uou, =————— Xy Yz G = et
S A 21+v 1-v  Ox dy + 0z + dx + ay +
2 2 2
duy, 2 G Oduy , duy ouy = Juy ou, |, Ouy
—= - —= 4 — — 4 —= — 4 — > 0.
dz 2 ay + ox + 0z + ay + ax 0z -

Celkova potencidlni energie IT u,,u,,u, pii pevné zadanych vnéjsich silach
je funkci pouze tfi proménnych.

6.1.2 Komplementarni (dopliikova) energie soustavy — K.E.S

K.E.S. se také nazyva celkova doplikova energie.
[, =U,+L,,
kde

U, je dopliikkova energie deformace,

L. je dopliikova energie vnéjsich povrchovych sil na S,,.

— d
U, = v W™ Oxxs Oyys 052, Oxyy Oyzy Oz AV,
L.=— s, Pxlx + pyu, + p,u, ds.
Pruhy oznacuji, ze na ¢asti povrchu S, jsou zadana piremisténi.
Pro linedrn€ pruznou latku plati

2
ch=Wd=% Oxx +0yy+ 0, +2140 0f +05,+05 —

OxxOyy — OyyOzz — Oz70xx = 0.

Povrchova napéti p,, py a p, lze vyjadrit pomoci sloZek napéti. Potom celkova
doplitkova energie Il Oyy, Oyy, 02z, Oxy, Oyz, 07, bude vyjadiena jako funkce
6-ti slozek tenzoru napéti.
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6.2 Funkcional a jeho variace

Funkcional je funkce:

e defini¢ni obor je mnozina funkci,

e obor hodnot je mnozina redlnych (komplexnich) ¢isel,
napt. funkce energii U Uy, U,,U, ,L Uy, U,, U, .
Funkciondl L U,,U,,U, je linearni - funkce U, x,y,z , U, x,y,z ,
U, x,y,z vystupuji v prvni mocning.
Pro dvé trojice funkci Uy, Uy, U; (zobrazeni L - Ry) a Uy, Uy, U} (zobrazeni
L - Ry)

1 _ 770 — 5770

Us x,y,2 =Ux x,y,2 =0Ux x,,2 rozdily se nazyvaji variace-
Uy x,v,z —U) x,y,z =68U) x,y,2 mi funkei ,
Ul x,y,z —U2 x,y,z =68UQ x,v,z
L U3, Uy, U; —L UQ,U), U} =AL =R, —R, se nazyva piirastkem funk-
cionalu L uy,uy,u, Vvbods Uy, Uy, U? na variacich U, 6Uy, U7.
Uvedeny pfirtstek se v ptipadé linedrniho funkciondlu rovna jeho prvni variaci
aL

aL oL
oL = a—uxé‘ux + aé‘uy + a—uzé‘uz,
potom
6L =—  Xéup +Yduy +Zéug dv — 5, pLSul + pysud + p,6ud ds.

Ptikladem kvadratického funkcionalu je potencialni energie deformace
d _ v 2 2 2 2
W eypr &z =G T Sxteyten t o te, teg +

1 2 2 2
S Exy T &zt e >0

a
d

s§2Wd = %5 swe .

Wd
foY -,

d
SWe =
0ezx

d
Y Sey 4+
Exx

Dale plati

O2WP gy €z = W 864y, o, 885, =0
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6.3  Virtualni prace

F-u sila a pfemisténi vzajemné pri¢inné souvisi — skute¢na prace,
F-éu prace skutecné sily na virtudlnim pfemisténi — virtualni prace,
6F u préce virtudlni sily na skute¢ném ptemisténi — virtualni prace.
Virtualni premisténi — libovolné mozné piemisténi v mezich vnitfnich

a vn&jSich vazeb (omezeni)

60Uy x,y,z ,68U, x,y,z ,6U, x,y,2 .
Virtualni sila — libovolna (povrchova nebo objemova) sila, kterd nezavisi na
skute¢ném premisténi.

Virtualni napéti - §0,,, 60y, ... musi plnit diferencialni rovnice rovnovahy
a statick¢ podminky rovnovahy na S, (staticky piipustné).

6.4  Princip virtualnich pfemisténi

Kdyz se téleso nebo jeho libovolna ¢ast nachazi v rovnovaze, potom je virtual-
ni prace vSech skute¢nych vnéjsSich a vnitinich sil na virtudlnich pfemisténich
a deformacich rovna nule.

do. do do do do do.

xx+ yz_l_ Zx_I_X 6ux+ xJ/_I_ yy+ zy
vy Ox oy 0z

00, N 00y, N 00,

0x ay 0z

+7Z du, dV

- Dx — Px OUy + Py — Dy Suy+ Pz — Pz 6u, dS =0
Sp
Vzhledem k tomu, ze Su,, du, a du, jsou libovolné hodnoty, potom vyrazy
Vv kulatych zavorkéach se musi rovnat nule — podminky rovnovahy.

Xéu, +Yéu, +Yéu, dV + PxOuUy + pyéu, + p,éu, dS
14 Sp

OxxO&xx + 0yy 0y, + 0,,06,, + 0y 064y, + 0y,0¢,,
4
+ 05,06, AV =10

Kdyz je virtualni prace vnéjsich a vnitinich sil na kinematicky pftipustnych
virtualnich premisténich nulova, potom se t€leso a i jeho libovolna ¢ast nachazi
V rovnovaze.
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Princip virtualnich piemisténi se nazyva vSeobecny princip rovnovahy.

6.5  Princip virtualnich sil

Exx00yx + &y 00y + £,,60,, + €400,y + £),,00,, + €,,60,, dV
14

- Uy 8Py + Uy 6Py + U, 6p, dS =0

Sp

Soucet praci virtualnich vnéjSich a vnitinich sil na skute¢nych ptemisténich
a deformacich se rovna nule.

Tento princip se také nazyva vSeobecny princip geometrické spojitosti.

6.6 Klasické variacni principy

6.6.1 Princip minima celkové potencidlni energie soustavy (La-
grange)

Vychdazi se z principu virtualnich pfemisténi

W e dV — X, SugdV Su;dS = 0
xrm & dv = yAiowdv = o PoUids =
]\ J
\ I
,OWEdV =80 - X Su;dV — Spplauids= 5L

Tedy U+dL=6 U+L =611=0.
Plati II Uy + 6u,, Uy + 6uy, U, + 0u, =11 u,,uy,u, =minimum
Véta o absolutnim minimu potencialni energie:

Ze vsech kinematicky pfipustnych pfemisténi jediné skute¢nd piemisténi (od-
povidajici rovnovaznému stavu) davaji potencialni energii soustavy minimalni
hodnotu.
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Joseph-Louis Lagrange

comte de I'Empire ©
1736 - 1813 (1847 — 1884)

Carlo Alberto Castigliano

6.6.2 Princip minima komplementarni energie soustavy
(Castigliano)

Vychazi se z principu virtualnich sil

oW, _
V@(S‘O}jdv — Suuldpl-dS =0.

\ J | J
I /

ySWEAV = 8U; 8 upidS = OL

Tedy 8U.+68L.=68 U +L, =61, =0.

Ze vsech staticky ptipustnych stavil télesa jediné skute¢na napjatost dava kom-
plementarni energii soustavy minimalni hodnotu.

Piiklad: Odvodte vyraz pro celkovou
potencidlni energii soustavy (viz obr.)

3
2!

Energie deformace ohybaného nosniku ‘

N

e,
_LHX

1 1 of _
UZE VO'xéz'de=E V?dV— __ L
v % y dAdx = EI = konst.

1
2E
LM yrdA=— 'Y
2E 0 2 ay 2E 0 2

1 1 1 1 2
— MZdx = ulEl, “dx =
2EI, 0 % 2EI, 0 "Y7°Z

dx I, = ‘ !

Stfedoevropské centrum pro vytvareni a realizaci inovovanych

technicko-ekonomickych studijnich programu

Registracni ¢islo €Z.1.07/2.2.00/28.0301

Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
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El, 1
2 0

14 2
u, dx.
Préace vnégjsich sil
L=-P =3}

=—Pu, x=-1.
Celkova energie soustavy

Ely 1,2 _3

M=== uy dx — Pu, x—4l .
6.6.3 Maticovy zapis principu virtualnich premisténi (Lagran-

ge)

, 68 %0dV —  SuTXdV - . SuTpdS=0, *)
14
kde
X
X=1v jsou vnéjsi objemové sily (zatizeni),
Z
Px
p= Dy jsou vnéjsi povrchové sily (zatizeni),
Pz
e =Tao, jsou pomérna pietvoreni jako funkce napéti,
u =y jsou dopliujici podminky.
Su
du je libovolné, kinematicky ptipustné pole posunuti,
oY je libovolné, kinematicky pfipustné pole deformace.

Z Lagrangeova principu lze odvodit rovnice rovnovahy astaticke okrajove
podminky — DEFORMACNI metoda.

6.6.4 Maticovy zapis principu virtualnich sil (Castigliano)

, 60 TedV — , 6X Tudv — Sp TudS =0,

Sp
kde
60 + X = 0 jsou statické podminky rovnovahy,
P =p jsou dopliujici podminky,

Sp

6 je operator.



38

Z Castiglianova principu lze odvodit geometrické rovnice a geometrické okra-
jové podminky — SILOV A metoda.

Rovnice (*) vede na soustavu rovnic ve tvaru

Ax =r,
kde
A je ¢tvercova symetricka matice,

je vektor zatizeni,

x je vektor neznamych koeficientli rozlozené funkce u pomoci bazovych
(ptipustnych) funkei uq, u,, ..., u,.

Vztah Ax = r ptedstavuje linearni transformaci x vici r. Po vybéru bazovych
funkci pro posunuti u ziskame

U= XUy + XUy + . FX Uy,

Koeficienty a;; matice A ziskdme zdménou u a du j-tou a i-tou bazovou funkci
(4. u = u; a du = du;) ve vyrazu (*) s naslednou integraci. Analogicky se vy-
Cisluje prvek r; vektoru r. Matice A je symetricka, protoze pro posunuti u
a variaci du pouzijeme stejné bazové (pripustné) funkce.

Priklad: Variacni formulace pro podéln¢ namahany prut ma tvar

Sux EAxuxdx— pxduxdV=0
L v

kde

u x  jepodélné posunuti,

EA x je podélna tuhost prutu,
A= AO + 1+ X L

p x je vn&jsi objemové zati-
zeni,

L je délka prutu,
% je objem prutu.

Najdéte aproximaci podélného posunuti prutu.

ReSeni: Zvolme bazové funkce ve tvaru polynomi x a x?2:
U =a;x +a,x%, u=a; + 2a,x,

Su = Sayx + Sayx?, Su = Sa; + 2x8a,,
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potom
OL éa, + 2x6a, EA a, + 2xa, dx — OLAp Sa;x + Sayx? dx = 0.

Pro vypocet prvku a;; matice A pouzijeme prvni ¢len rovnice. Necht' §a; = 1,
a; =1 avSechny ostatni soufadnice budou rovny nule (linearni nezavislost -
aij-1 = Q410 =0, a; = 1).

@y = ) 1+0 EAy 1+5 1+0 dx=EA,-L,
a, = , 1EA 1+% 2x dx=EA0§L2,
=, 2x EAy 147 1 dx = EAo2 L2,

L X 7 4
Ayy = 2x EA, 1+Z 2x dx=EA0§L.

0
Obdobné¢ i-ty prvek vektoru r, da; = 1,

T = OLp A xdx = OLpAO 1+9L—C xdx=AOp§L2,

L L

2 X 2 7 3
T, = p Ax“dx= p4, 1+Zxdx=AOpEL,
0 0
3, 52 52 105
EA zL 3L a; — 4 6L N a g L
0 ELZ ZL3 a, = AoP lL3 a, - _i pE’
3 3 12 52L
— 105pL  _37P,2
T 78 E 52 E

Pro rFeSeni uloh mechaniky na bazi varia¢niho poctu existuje cela rada
postupt

metoda vazenych rezidui,
Galerkinova metoda,
koloka¢ni metoda,

Ritzova metoda,

metoda nejmensich ¢tverct,
atd.
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6.7 Ritzova metoda

V piipad¢ Ritzovy metody se zvolené ndhradni funkce dosadi do vyrazu pro
celkovou energii deformace I1. Poté 1ze ziskat n rovnic pro vypocet parametri
a; Z podminek

an .

—=0,i=1,2,..,n

aai

V ptipad¢ Ritzovy metody zvolené nahradni (Ritzovy) funkce musi plnit pouze
hlavni okrajové podminky. P¥irozené okrajové podminky jsou splnény automa-
ticky, nebot’ jsou nepiimo obsazeny ve funkciondlu II. Pfesto je vSak velmi
tézké najit funkce, aby byly splnény hlavni okrajové podminky (praktické
omezeni Ritzovy metody).

6.7.1 Priklad na uziti Ritzovy metody 1:
Rovnice prifezové plochy a zatizeni:

v 2
A= 1+— ,R=100kN.
40

_ X 2
A=(1+ 45)
| A=icm’
7 xu y R
A B C
v,
100  __ 80 |
Celkova potencialni energie konstrukce
M= ""EAu %dx—100u x = 180 ,u = .
2 dx

a okrajova podminka u x = 0 = 0 (hlavni okrajova podminka).

1. Najdéte presné feSeni a rozd€leni napéti na nosniku.
2. Vytislete funkci posunuti a napéti pii pouziti Ritzovy metody za predpo-
kladu,
a) e zvolena funkce posunuti je u = a;x + a,x2,

xu x—100 x—100
b) u==20<x<100au= 1-— ug + U,
100 80 80

100 < x < 180, kde ug a u, jsou posunuti v bodech B a C.




M

= R

Seni:
Pro vypocet ptesného feSeni funkce posunuti prevedeme funkcional celko-

v¢é potencialni energie na diferencialni rovnici

s= " EAu 6 u dx—1008u x = 180 = 0.

Integraci per-partes ziskdme

L EAu =0,

dx

EAu x =180 =100 piirozend okrajovd podminka (silova okrajova
podminka)

Presné feseni — z rovnice % EAu = 0 po zavedeni okrajovych podminek
ux=0 =0 hlavni okrajovd podminka,

EAu x =180 =100 pfirozend okrajovda podminka (silova okrajova
podminka).

Ptesné feSeni — posunuti

100

u—?x,OSxSNO,
10000 4000 4000
= 1000 2000 A 100 < x < 180.
+

40
Ptesné feSeni — napéti
o =100;0 <x <100,
100 |

2y
X—100
1+——
40

o= 100 < x < 180.

Pfiblizné feSeni Ritzovou metodou
Funkce u = a;x + a,x? vyhovuje hlavni okrajové podmince, ale ne pfiro-
zené okrajové podmince.

a) Dosazenim u = a;x + a,x? do vyrazu pro II.
Funkce u = a,x + a,x? vyhovuje hlavni okrajové podmince, ale ne pfi-
rozené okrajové podmince.

EA 100 E 180 —-100
1'[:710 a1+2a2x2dx+; 100 1+x40 a, + 2a,x 2dx —
100u x =180 .
AL 0, AL minimalizace vzhledem k a; a a,.
aal aaz
E 04467 1156  a; _ 18

115,6 34075,6 Az 3240

129

a1 =

E
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a, = 34
2 = P

Funkce posunu a napéti
_ 129, 0341 5
E E
o =129 — 0,628x,

pro 0 < x < 180.

b) u=>E£ pro0<x<100a

100’
x—100 x—100
u= 1- ” ug + 50 Uc, pro 100 < x < 180,
2
E 100 1
H_E 0 muB dX+
2
E 180 x—100 1 1
+5 100 1+ 0 —gu3+guc dx —100uc,
kde
L u —u—d—u
100 BT 7T gy
—-100
1+X==2 =4,
40

Lty ==&
8o B T goC T T ax

Minimalizace vzhledem K ug a uc.

on _ 4 om _

auB - au(; -

5 154 —13  Us _ 0

240 —13 13 Uc 100 °
10000 11846,2

Up = Uc =%

o =100,0<x <100,

18462

0=—0"= 23,08, 100< x < 180.

6.7.2 Priklad na uziti Ritzovy metody 2:
Funkcional popisujici ztratu stability prutu

2
M= OLEva” dx—Eva’de+%kv2x=L.

2 0

N | =

Uloha uréeni Eulerovy kritické sily Ritzovou metodou.
Predpokladame

v x =a;x?+ a,x3.



43

Vybrana funkce vyhovuje hlavnim okra-

.0, (1 P
jovym podminkédm )
\ / ".h‘ ,‘f’.\'x 7 // /
vx=0 =0,v x=0 =0. | LYY Y YV
) } k - tuhost
Po dosazeni zvolené funkce do funkcio- \ pruziny
nalu: |
! -
1 L 2 ! 8
H=50E12a1+6a2x dx — | <
L — | _‘“
g o 2a1x +3a;x? 2dx + | S
1 vix) £
Sk aL* + a,L3 2. _(_)_H: 5
Vypocet koeficientil a, a a, s B
on am 1 L
90, 055, =0 AN
2L 3L? s 1 L I
2EI + kL -
3L* 6L3 L [} a
K a
4 3L
33 2 @ 0
PL 3L 92 ay 0
2 a 0
K¢

Uvedena rovnice je zobecnénou ulohou o vlastnich hodnotach
K—-PK; a=0.
Reseni:
det K—P,K; =0.
Mensi hodnota ze ziskanych P;, kde ,i = 1,2 a P; < P, je aproximace nejmen-

§1 kritické sily a dopocitané hodnoty ta, , a, po dosazeni do vyrazu v, uréuji
tvar bouleni (ztraty stability).

6.8 Poznamky k variatnim metodam

1. Variacni metody dovoluji relativné jednoduse sestavit soustavu fidicich rov-
nic. Jednoduchost pouziti variacnich principti vychazi ze skuteCnosti, ze ve
varia¢ni formulaci ulohy pracujeme se skalary (energie, potencial atd.) a ne s
vektory (sily, posunuti atd.).

2. Variacni metody pfevadi feSeni na soustavu fidicich rovnic a okrajovych
podminek.
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3. Varia¢ni feSeni poskytuje nékteré doplnujici informace o feSeni problému a
dava nezéavislou kontrolu pfi formulaci problému.

4. Pro aproximaci feSeni lze pouzit Sirokou tfidu nahradnich funkci. V mnoha
ptipadech je vyhodné&jsi pracovat s variani formulaci nez pfimo s diferencialni
formulaci ulohy. Vyhodou je skutecnost, ze pii uziti variatni formulace né-
hradni funkce nemusi vyhovovat v§em okrajovym podminkam, a to z divodu,
ze nekteréokrajové podminky jsou jiz nepfimo obsazeny ve funkcionalu.

Uvedené postupy a metody poslouzily jako zaklad pro rozvoj dnes vseobecné
pouzivané metody kone¢nych prvka (MKP). Metoda kone¢nych prvki jako
nastroj pro analyzu nejrtiznéjSich tloh byla vyvinuta se vznikem pocitact (ko-
nec 50. a 60. let minulého stoleti).

Dnes MKP — komplexni modely konstrukei a jejich ¢asti

Vyuziti specidlniho softwarového vybaveni na bazi MKP a vykonnych mnoho
procesorovych pocitacu (desitky az stovky jader)

FEA — propojeni s CAD systémy — rychlé tvorba modelt

Vykonné stabilni fesi¢e rovnic (100 mil. stupiii volnosti)

Rychlé zpracovani vysledki v grafické a ¢iselné formée
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[ Vypoctové modely:

Vypoétovy model konstrukce:

a — spojity model - ¢ N
(parcialni diferencialni rovnice) I ‘;l:3:*f§?‘::~***J yeo
b — diskrétni model - \:':‘"»:‘3,\;}:;;
S jednim stupném volnosti 7 ’
(obycejné diferencialni rovnice) AT T vt
¢ — diskrétni model . e
se tfemi stupni volnosti. 1 1Y

_ I S »x.y)
oby¢ejné. diferencialni. rovnice ._L o (%Y
atd... ¢

A

/
i

il
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Pozadavky na vypoctové modely:

a) Model ma vystihovat (v metodé konecnych prvkil) nejvérnéji geometrii
nosn¢ho systému konstrukce,

b) model musi vystihovat co nejlépe mechanické vlastnosti skuteéné kon-
strukce.

Navrh konstrukce — vykresova dokumentace, geologie, technicky popis atd.
Analyza konstrukce s posouzenim — vypocet, posouzeni podle norem

Experimentalni ovéieni konstrukce — experiment v souladu s piedpisy a
normami

7.1  Analyza konstrukce — vytvoreni matematického
popisu konstrukce a zatiZeni

(abstraktni modely konstrukce a zatiZeni)

7.1.1 Vypoctové modely:

e Linearni vypoctové modely.
e Nelinearni vypoctové modely.

Reseni uloh na vypoétovych modelech:

e  Analytické feSeni — jednoduché modely (coDOF).

e  Numerické feSeni — modely konstrukce s kone¢nym stupném volnosti —
¢asti nebo celé konstrukce.

Vypocétové modely bud’ postihuji celou zkoumanou oblast (celou konstrukci

véetné okoli) nebo pouze ¢ast zkoumané oblasti (stropy, stény, zédklady apod.).

V piipadg, ze feSime pouze ¢ast konstrukce mluvime o takzvané metodé sub-

konstrukei.

Podle geometrické povahy a zpiisobu zatiZeni €lenime ¢asti konstrukce
takto:

e (Casti (pruty) pithradové konstrukce — prut pienasi pouze tah a tlak.

¢ Nosniky — pruty pfenasSejici momenty, pii¢né sily a osové sily.

o (Casti konstrukce — vedouci na 2D tlohy — stény, liniové stavby apod., ro-
tacni skofepiny.

e Ohybané desky — plosné konstrukce zatiZzené pficnym zatiZzenim.
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o (Casti konstrukei pfenasejici pouze membranové iinky — tenké skotapky,
stanov¢ konstrukce.

e Plosné konstrukce naméhané ohybem a membranovymi ucinky (sténa,
deska).

e Tenké a stfedné tlusté skofepiny.

e Prostorové ulohy — 3D tlohy (obecna télesa).

Stfedoevropské centrum pro vytvareni a realizaci inovovanych

technicko-ekonomickych studijnich programu

Registracni ¢islo CZ.1.07/2.2.00/28.0301

Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
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8 Metoda konecnych prvki

8.1 Analyza diskrétnich soustav

PouZzije se v pripadech

e soustav se soustfedénymi parametry (soustavy sestavajici z jednoduchych
¢lent — pruziny, tlumice, soustiedéné hmoty, tuha télesa apod.),

e soustav, které maji konecny pocet stupiili volnosti,

e  kdy soustavy rovnic lze sestavit ,,pfimo*.

Analyza sestava z té€chto kroku:

1. Idealizace soustavy (konstrukce) — soustava se nahrazuje (idealizuje) sou-
borem prvkd.

2. Rovnovéha prvku — podminky rovnovéhy jsou sestaveny pomoci stavo-
vych proménnych (hledanych hodnot, uzlovych parametrt).

3. Spojeni prvkil — sestaveni soustavy rovnic pro uréeni hledanych stavovych
proménnych na zakladé ,,propojeni‘ prvki.

4. Redeni odezvy — po vyfeseni soustavy rovnic ziskame hodnoty stavovych
proménnych (parametrtl) a Z podminek rovnovahy na prvcich dopocitame

zbyvajici proménné (veliciny).

8.1.1 Priklad

Soustava pruznych ¢lenti (pruzin) ptipojena k tuhym castem.

_ k; _
A
k; ks
| k; Moadel sestava z
' 5. prvka - pruZin
RAYAYAVAYS P P
| R.
! EEVAVAVAYAYS:
3
k, k

wlozZeni

u U, ;

T¥i nezavisla posunutl y , 4, ¥ - 3 stupné volnosti
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Zavislosti mezi silovymi uc¢inky na prvek (pruzinu) a posunutimi krajnich boda
pruziny.
ku,—u, =f,

I.) “ p. F(U o kf h _F;](U
coz je sila v pruzing. R VAYAVAV Y-S
Pro jednotlivé body a, b plati i—»u l—*u,
ki up —u, =—F’,
ki up—u, =F7.

Zapséano maticove

J
BT w (I
E, NN
Prvek ¢. 1 i i
kiu, = F L
2 i F

Prvek ¢. 2 £ AOA A 2

4

1 -1 w _ K 4 ky {4

s -1 1 uz g4’ B AAAN -
3

Prvek €. 5 J ty J s
1 1 U F,®

-1 U _ I . 3 .

s 101w T ops E"” “ E7

3 TNV

Statické  podminky  rovnovdhy  vztazené i—»u_, i—»uj

K proménnym uq, u,, uz. Podminky rovnovahy
pro ¢ast 1, 2, 3:
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@ — R , | TR — R,

£
R @ 6

7 7Z 7

F,, =0: (podminka rovnovahy pro ,,vozik* 1)
E'+E* +F° +E" =R,

F,, =0: (podminka rovnovahy pro ,,vozik* 2)
E? +E® +E° =R,

F,, = 0: (podminka rovnovahy pro ,,vozik* 3)
E* +F° =R,
3 stupné volnosti, soustava tii rovnic o tfech nezndmych.

Za jednotlivé koncové sily prvki F, J ,1=1,2,3,7=1,2,...,5 dosadime vy-
razy vztahujici se k prvkim.
Napt. F11 = kiu,, F12 =k, u; —u, atd.
Nebo lze také postupovat takto:
Pro 1. prvek plati:
ki 0 0 W F, 1

0 0 0 U= ¢ =>K'u=F"?
0 0 0 Uus 0

Pro 2. prvek plati:

k2 _kz O ul P;LZ
—k2 kz 0 U = F2 :>K2u=F2
0 0 0 Us

ON

Pro dalsi prvky se postupuje analogicky.
Vztahy F;, = 0 pfechazeji na vztah K -u = R,
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kde

u je vektor neznamych parametrt (pfemisténi — stavovych proménnych) -
u' = u; Uy usz,

R je vektor piisobicich sil (zatézovaci vektor) - RT = Ry R, R3,

K je matice tuhosti soustavy (konstrukce)

k1+k2+k3+k4 _k2+k3 _k4
K= _k2+k3 k2+k3+k5 _k5
_k4, _k5 k4 + k5
Koeficienty matice K byly ziskany sumaci
K= >_,K/.

Proces s¢itani jednotlivych matic K/ scilem ziskat matici K celé soustavy
(konstrukce) se nazyva pfimym postupem — sestavovanim rovnic po prvcich.

Po vy¢isleni neznamych parametri (stavovych proménnych) u,, u,, us lze
dopocitat sily na prvcich z podminek rovnovahy na prvcich.

8.2  Analyza spojitych soustav

Jsou-li zndmy vyrazy pro vypocet matic tuhosti jinych typa prvki, lze postu-
povat obdobng.

Nejcastéji pouzivany postup v metodé konecnych prvkl vychazi z deformaéni
metody (feSeni v pfemisténich) — postup pouzivany mnoho let pii feSeni pfi-
hradovych a rdmovych konstrukeci.

Zakladni kroky pfi feSeni ptihradovych aramovych konstrukci deformacni
metodou.

1. Idealizace celé konstrukce souborem nosnikovych a ptihradovych pruti
(prvkl) spojenych mezi sebou ve styc¢nicich (uzlech).

2. Identifikace neznamych parametri premisténi v mistech spojeni. Parame-
try pfemisténi pIné urcuji odezvu v premisténich na idealizované kon-
strukci (vypoctovém modelu).

3. Sestaveni rovnic rovnovahy odpovidajici uzlovym pfemisténim a nasledné
feSeni rovnic.

4. Po vycisleni koncovych hodnot pfemisténi na nosnikovych a ptihradovych
prutech (prvcich) Ize dopocitat rozdéleni vnitinich sil (napéti) na jednotli-
vych prvcich.

5. Po analyze hodnot pfemisténi a napéti Ize provést posouzeni konstrukce.
Je nutno pamatovat na to, Ze vypocet byl proveden za urcitych predpokla-
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da a na idealizované konstrukci (vypoctovém modelu). Cely proces vypo-
¢tu je mnohdy nutno nékolikrat opakovat (navrh <> analyza).

Navrh a analyza jsou nejvyznamnéjsi kroky pfi feseni skutecné tlohy. Je nutno
pamatovat na korektnost vstupnich udajii (materidlové vlastnosti, zptisob zaté-
zovani apod.).

8.2.1 Priklad — potrubni systém

Potrubni systém je pficné zatizen silou P. Analyza mize byt provedena velmi
detailné s uvazenim podrobného vypoctového modelu s nelinedrnimi materia-
lovymi charakteristikami apod. Pfesto, velmi Casto je provadéna analyza na
zjednoduSenych modelech pfti zjednodusujicich predpokladech.

P k-
Uzel 1 Prvek 1 Prvek 2 Prvek 3
L Uzel 3

\‘/
Y AE
Prvek 4 l

o %Mf

Zjednoduseny vypoctovy model (prvky a uzly), globalni stupné volnosti nepo-
depiené konstrukce (vypoctového modelu)

0,5L

u, u, u,

g ¥ 1y,
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Vypoctovy model potrubniho systému se skldda z nosnikovych prvki, piihra-
dového prvku a torzni pruziny.

Pro analyzu systému je nutno znat matice tuhosti prvki v globalni souradnico-
vé soustave.

Bez okrajovych podminek ma soustava 7 stupiii volnosti.
Matice tuhosti jednotlivych prvkl v globalni soufadné soustave.

Uq Uy Us Uy

126 _ 12 6
L2 L L2 L
6 u
—_— 2
e _ EI 4 L 2
¢ =
L 12 6
SYM. = 21U
L? L
4 Usg

1z 12 12 12y,
L2 L L2 L
12
o EI 16 —— 8
K=~ 2 12
SYM. = 22U
L2 L
16 Us
Kg - ks u6
Us Uy
e EA 2 =2 Us

Ka=T 2 2w

Matice tuhosti soustavy (konstrukce) se sestavi pfimym zptsobem.
K = ]K J y

kde

K je matice tuhosti konstrukce (typu 7,7),

K/  je rozsifena matice prvku (typu 7,7),
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Napt. pro prvek €. 4

1 2 3
1 O 0
2 0 0 0
3 0 0 0

£ 0 0 0
6 0 0 0
7 0 0 0

1 2 3
K
12E1 6E1 12E1
1 I3 L? L3
4E] 6E1
2 L1z
24E1
3 L3
=4
5
6 SYM.
7

Rovnice rovnovahy maji tvar
Ku = R,
kde

u’' = u; u, Uz Uy Us
RT= R1 Rz R3 R4_ R5

6 7
0 0
0 0
0 0
0 0
0 24
L
0 0
0 A

5 6

0 0

0 0
12EI 12EI

E 12
12EI 8EI

12 L

12EI | 2EA 12EI

13 L 12

16EI

N
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Pted feSenim okrajovych podminek je nutno zadat okrajové podminky u; = 0,
u, = 0. Vznikne soustava

Ku = R,

kde

matice K se ziska vylouéenim 1. a 7. fadku matice K, podobné
vektor u bude| u” = u, Us Us Us u4 a

vektor RbudeRT= 0 —P 0 0 0.

Resenim soustavy rovnic se vycisli vektor uzlovych parametri u.

Pozn.: Diskretizace metodou kone¢nych prvki

r

Uvedeny piiklad ukazuje, jak idealizovanou konstrukci Ize sestavit z jednotli-
vych prvki. Deformacni metoda prakticky splyva s metodou konecnych prvk.
Metoda kone¢nych prvkl vSak dovoluje fesit obecngjsi ptipady konstrukci (2D
a 3D ulohy), kdy neni znamo tzv. ,,pfesné feSeni” v ramci zavedenych piedpo-
kladii (hypotéz), jak je tomu prutovych prvkda.

Metoda koneénych prvkl vychazi z Ritz-Galerkinovych varia¢nich principt,
kdy jsou pouzivany bazové funkce aproximujici urcita pole v zavislosti na zvo-
leném rozdéleni feSené oblasti na kone¢né prvky. Klasické variaéni principy
(napt. Ritzova metoda) hledaji soucinitele ptedem zvolenych funkci, které maji
obecné nenulové hodnoty v celé feSené oblasti. Formaln¢ se pievadi analytické
feSeni diferencidlnich rovnic na feSeni algebraickych rovnic. Tak je tomu i v

Stfedoevropské centrum pro vytvareni a realizaci inovovanych

technicko-ekonomickych studijnich programu

Registracni ¢islo CZ.1.07/2.2.00/28.0301

Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
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metod¢ konecnych prvki. Pokrok je ve zpiisobu, kterym se tento prevod pro-
vadi; matematicky fec¢eno, ve volbé bazovych (nadhradnich aproximacnich)
funkci, do kterych jsou rozlozeny hledané funkce. Rozklad je tizce vazan na
rozdéleni feSené oblasti Q na podoblasti Q,, struéné zvané kone¢né prvky.

Nejcastéji se vyuziva deformacéni varianta metody konecnych prvka. Jednodu-
chost pouziti spoc¢iva v energetickém pojeti tllohy, obecné ve formulaci tlohy
jako variacni, pticemz se hleda extrém néjakého operatoru (funkcionalu), ktery
ma aditivni povahu. To znamend, ze jeho hodnota pro celou oblast je rovna
souctu hodnot v castech ¢i prvcich soustavy (podoblastech - kone¢nych prv-
cich).

Tuto povahu maji zejména vSechny veli¢iny dané jakymkoliv omezenym inte-
gralem v oblasti. Tak naptiklad celkova energie II je podle Lagrangeova vari-
acniho principu minimalni praveé pro skutecny stav télesa u, &, 0 .

Rovnice v metodé konecnych prvku lze v tomto piipadé ziskat derivovanim
podle jednotlivych parametrii ptemisténi uq, u,, ... u, . Naptiklad m-ta rovnice
_61'[ K R 0

= u— =
a um m m
Nezélezi jaké je geometrickd dimenze prvkld e = 1,p. Ty se uplatni jen svymi
maticemi tuhosti K€ a vektory parametra zatizeni R€, které mohou mit u riz-
nych prvku téze soustavy ruzny rozmér n¢,n® , n¢ 1 . Prvky mohou byt 1, 2
a 3 rozmérné, aniz to komplikuje podstatu feSeni. V jedné feSené soustavé mo-
hou byt obecné napft. pruty, deskové, sténové, piipadné skotfepinové a prosto-
rové prvky. Pred s¢itanim je formalné nutné prestavét matice K€ a R® na stejny
rozmér n,n a n,1 , (jak bylo ukdzano vyse). Cela soustava linearnich rov-
nic pro vypocet nezndmych parametr vznikne jednoduse takto:

K u = R
nn n1 n,1
kde

K = ze)=1 K7
nn nn '

R = ze)=1 R

n, 1 ’
kde

p je pocet prvk.
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9 MKP - 1D problémy

9.1 Matice tuhosti prutu prihradoviny

9.1.1 Zakladni postup

Piimy prut konstantniho prafezu
Predpoklad: Funkce posunuti na prutu u, ma linearni prab¢h.

ux =agtax = Globalnt sout-adng sousiava

Qg

1,x a,
P

a

Lokdalni souradnd sousiava

2 5
9—

i ux) 1

Funkce u x plati pro vSech-
ny body stfednice. Tedy

ul =Uu xl = ao + alxl, X X -X]:L

U =u x, = ao + aixXo.
Zapsano maticove
1 x; ao _
1 xz aZ N aZ
S a Ue
Sa=u, == a=S'u,

1 + X1+xo 1 X1+X2
_ Q0 _ 2 2L 2 2L Uy
a= = 1

L

~ -

potom

ux =PS 'u, = Gu,.

Matice S se nazyva matici soufadnic.
Pomérna deformace &, na prutu

_dux

Ey = =

=0 18! = - Z =— -1 1

dx U, L L U2 L Uy

Pomérna deformace €, je v prutu konstantni, rovnéz normalové napéti o, kon-
stantni

oy = E¢,.
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Potencialni energie deformace prutu

=1 %1 =1 x 1 1pal Yy =
U—2 x stAsxdx—2 x Uy U 1 LEAL -1 1 u dx =
1 EA x, 1 -1 Uy
5 t L_2 X1 —1 1 dx U’
Ke
kde
L=x,—x4 je délka prutu (prvku).

e EA x, 1 _1 . . . 7 r 7 7
K°¢ = 7o -1 1 dx je matice tuhosti piihradového prutu v lokalni
soufadné soustave.

Po integraci
e _EA 1 -1 . . .
K¢ = T 1 1 je matice tuhosti prutu.

Vypocet napéti na prutu (prvku)
e E
Oy =E€x=z Uy —Uyq -
Osova sila
EA
N¢ = O}?A = T Uy —
up .

Matice tuhosti piihrado-
vého prutu v globalni sou-
stavé soufadnic xy (rovin-
nd uloha)

Plati:

U; = Ug cosa + v, sina,

Uy = Uy cosa + v, sina.

Maticové
ua
Uy _ cosa sina 0 0 Va
Uy 0 0 cosa sina Up '
T Vp
ug
kde
T je transformacni matice,

ug  je vektor uzlovych posunuti.

Po dosazeni vySe uvedeného vyrazu do vyrazu pro potencidlni energii defor-
mace
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K¢ = TT K¢ T
(4,4) 42 22 24
Po roznasobeni a zavedeni oznaceni s = sina, ¢ = cosa

Ug Va Up Vp

c® sc —c? —sc Uq

Ke = EA s? —gc L 1
L c sc Up
sym st v

K7  je matice tuhosti piihradového prvku pro feSeni rovinné ulohy
Vv globélnich soutadnicich.

Rovnice rovnovahy na prvku

€ ,6 e
cUc = Rg,
kde
uéi = Uy Vg Uy Vp T je vektor uzlovych posunuti v globalni soufadné
soustave,
T. , . vy ;
R: = R¥ R) R} Rg je vektor wuzlovych sil (zatéZzovaci vektor)
Vv globalni soufadné soustave.
Napéti o,
Uy—Uq E . . E
oy =——"—E=- uycosa+vpsina—ugcosa —vysina =— u,—
U, cosa+ v,—v, sina .
Osova sila
N = o,A.

9.1.2 Matice tuhosti prutu prihradoviny — odvozeni pomoci
tvarovych (pripustnych, bazovych) funkci

ux =yiu +YPou, je nejjednodussi funkce aproximujici posunuti,

kde

Y4, P, jsou ptipustné (tvarové) funkce. ¥

Okrajové podmink x
ajové podminky ‘ 2

ux=0 =u,ux=L =u,. Ji

-1 - u(x)
X

U,
Y, a P, musi vyhovovat okrajovym
podminkam
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l/)lx=0 =1,ll11x=L =O,
l/)2x=0 =0,1/12x=L =1.

v, v,

{ )

b
b=

Diferencialni rovnice pro osové namahany prut konstantniho prifezu
AEW x ' =0.
ux =C1+CZ%. (A)

Linearni ¢len je normalizovan tak, aby soucinitelé¢ C; a C, mely rozmér funkce
ux.

Plati
- 2 — _ x x
UX = WP =w +u, = uy 1—2 tu, T =u
X x 1’[)1 1112
Uy — Uy Z=C1+sz

Funkce ¥, a ¥, vyhovuji okrajovym podminkam i vztahu (A).
Dale plati
U=2%YEAuw x ‘dx

2 0

Po dosazeni do vyrazu pro potencialni energii deformace aproximacni funkce
u x auprave plati

_1 2 2 L Iy, _1 2 2
U==> ic1 j=1 o EAYipdxwuy = - iy foq kijug,
kde

kij = OL EA;idx jsou cleny matice tuhosti.

Potom

k= fEA - Tdx =8 Pax =4
kip=ky = JEA -1 1 dx=-2
kyp =  EA %de=%
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Nakonec

EA 1 -1
T -1 1
Vektor zatizeni 1ze urcit obdobnym zplisobem pomoci vyrazu

K¢ je matice tuhosti prvku.

L
pi= , b x Pdx.

Poznamka: V piipad¢ tloh dynamiky je nutno sestavit matici hmotnosti prv-
ku M¢. Cleny matice M¢ lze ziskat ze vztahu

L
my; = eAY;);dx,
kde

o) je hustota materialu.

9.2 Matice tuhosti a vektor zatizeni ohybaného prutu

Odvozeni pomoci tvarovych (pfipustnych, bazovych) funkeci.
Predpoklady:
a) Prut neni roztahovan ani stlaovan. Osa x je totozna s neutralni osou.
b) Prufezy kolmé k neutralni ose nedeformovaného prutu zistavaji rovin-
né a kolmé k neutrélni ose i po deformaci. V1iv smyku je zanedbén.
€) Material je linearné pruzny a nosnik je homogenni v libovolném pruie-
ZU.
d) oy a o, jsou zanedbatelné vici ox.
e) Rovina x-y je hlavni rovinou.

Vi
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Diferencialni rovnice:

aZ 62

o a—x’; =px,t > Elv'"=0
(prut je zatiZzen pouze na koncich)

kde

E je modul pruznosti,

| je moment setrvacnosti,

p  Je pri¢né spojité zatizeni.

Vzhledem k pfemisténim konct prutu

vx o= L xocw,

musi funkce Y; x vyhovovat okrajovym podminkam.

Tvarové funkce ohybaného prutu:

e YPyx=0=1,L9¢"  x=0 =y x=L =y’ x=L =0
by

o

e Y,x=L =1,¢YP,x=0 =Y, x=0 =y, x=L =0
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St

0 1L T
W (x)

Potom:

3 x x 2

2
Yp=x-2L T +L > Py=1-4L = +3L =,

2
+3L =
L

=R

Vyrazy pro vypocet matice tuhosti prvku a zatéZovaciho vektoru:
L

1 rn
U=5 Elvx Zdx
0
Po dosazeni tvarovych funkci:

U =% * ?:1 kijv;v;, kde Cleny matice tuhostik;; = OL Eh/)”il,lj”jdx
a obdobné p; = OLp x Y;dx

Vy¢isleni matice tuhosti:

. 6 x 6 X
1/J1x =—L—2+1ZE=L—3 —1+2z
L L
6 x 2 36EI x2 4x3 36EI L
k11= El ﬁ —1+Zz dx = [* X—ZT+§§ = [ §
0 0
12E1

Dalsi c¢leny ziskame analogicky. Potom ma matice tuhosti ohybaného prutu
tvar:

12 6L —-12 6L
_EI 412 —6L 212
A 12 —6L
sym 412

Ke
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Vy¢isleni zatéZovaciho vektoru pro prut zatiZeny pricnym rovnomérné
spojitym zatiZenim:
L p)=p.

pi = DpcPidx EEEERERRREE

0

L L x I

p
p1=pc WYdx = _; ] 3
Q (
2

pcl 4~
2

pcL?

12

Re =

pcL
2

p.L?
12

Pro jiné ptipady funkce pti¢ného zatizeni p(x) j e postup analogicky.

9.3  Matice tuhosti a vektor zatiZeni krouceného prutu

Potencialni deformace prutu namahaného
pouze kroucenim:

L
1
U=E G] 0 x ' %dx
0

e J—moment setrvacnosti v krouceni

e GJ - torzni tuhost
e O(x)—tvarova funkce 8 x =Y, x 0, + Y, x 6,

Diferencidlni rovnice prutu zatizen¢ho na koncich krouticim momentem
GJo' '=0
2 2 L 2 2
1 , , 1
U =E G]l,bl X l,bj X UjU; dx =E kl-jul-uj
i=1j=1¢ i=1 j=1

L 4 4
kij = OGjlpl.xI/)jxdx

- -
ey

teézistni osa

-
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Po dosazeni:
e Y
e Y,

IR
I
=R

Vydisleni matice tuhosti:

_@ 1 1

e
K L -1 1

V piipad¢ dvou-uzlového prutu v 3D prostoru je matice tuhosti prvku typu
12x12 a zatézovaci vektor typu 12x1, nebot’ prostorovy prvek popisovaného
prutu ma celkem 12 stupnd volnosti (v kazdém uzlu po Sesti).

Matice tuhosti prutového prvku v 3D prostoru v soustavé lokalnich sou-

Fadnic:
Ke
EA
L 0 00
12El, 0 0
3 1+¢,
12E1,
31+ b,

sym

Vektor zatiZzeni vV soustavé lokalnich souradnic:

6El,
21+,

—6EI,

0 21+¢,

0
2-¢, El,
L1+,

0 o 2—¢, El,
0 L1+,

—6EI,
12 1+¢,

6E1 0
214 ¢,

4+¢, E,

L1+¢,
4+ ¢, El,
L1+¢,
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12E1, A 1, 2

° ¢y=GA5yL2=24 1+v a n

2

12ET A T
¢« p=—-t=2414y — 2
GAs,L? As, L

o A, - smykova plocha ve sméru osy y

e Ag, —smykova plocha ve sméru osy z

o Tu=—EaT,—T; —&"

Tey—T

o 1,=2ELa—>—=
ty

Tr T,

o T;= 2E1ya%

e «a —soucinitel teplotni roztaZznosti materialu
e t,— tlouStka prvku ve sméru osy y

e t, — tloustka prvku ve sméru osy z

e T, — primérma teploty prvku

® Tyer — referencni teplota

e Tpy — povrchova teplota na stran¢ -y

e Tr, — povrchova teplota na strané +z

vvvvv

e p — rovnomeérné spojité zatizeni smérem do prvku
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u="Trug;
e u — premisténi v lokdlni soufadné soustave
e u; — premisténi v globalni soufadné soustavé

T 0 0 O
_ 0 T 0 O
*Tk= g 0T 0
0O 0 0T

C1Cy 51Cy Sy

e Submatice T = —C1S2S3 —S1S3 (1€3 — 515283 S3(;

S$153 — €152€3  §15253 — (1S3 (353
Podrobnosti o vypoctu s4, S5, S3, C1, C2, C3 1ze nalézt v literature.

Matice tuhosti v soustavé globalnich soufadnic:
¢ = TTK°T,
Vektor zatiZeni v soustavé globalnich souiadnic:

§ = ThR®
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10  Rovinné ulohy

10.1 Matice tuhosti a zatéZovaciho vektoru trojihelni-
kového prvku

Soufadnice uzld: i x;,y; ,j X, ¥ .k X, Vi
Uzlové slozky zatizeni: Ry, Riy, Rix, Rjy, Ricxs Ricy
Predpoklad: linearni prib¢h slozek posunuti

o uUXx,y =ax+ay+as
o VXY =aux+asy+ag

v

Zapsano maticove:

ux,y _ x Yy
v X,y 0 O

(SN
)
= o
= o
&

as

Funkce u x,y ,v x,y plati pro vSechny body prvku. Potom lze vyjadtit uve-
dené vztahy pomoci uzlovych parametrii posunuti (6 rovnic o 6 nezndmych).

® UXpY; =mX;t+axy;t+as

® VXY =agX;t+asy;+ag

o U xj,yj = ali' + azyj + as

® VXY T AuXj + asy;j + ag



69

® U Xp, Yk = A1Xp + AQxY + a3
® VX, Vk = QX+ AsYg t Ag

Zapsano maticove:

U Xi i iy 1.0 0 0 g
V XiYi 0 0 0 x ¥ 1 g
u X;,y; X; 1 0 0 O
ue = pYio _ %Y . . Zz — Sa
v X}, 0 0 XY %
U Xp, Vi Xk Yk 1 0 0 0 a5
V Xy, Vi 0 0 0 X Yk 1 6

e S — matice soufadnic
e a — vektor koeficientu

u¢=Sa=>a=S51u°
Potom u x,y = Pa = PS™'u® = Gu®

Vyse uvedeny vztah popisuje hodnoty funkce posunuti u(x,y) na prvku
v zavislosti na hodnotach slozek uzlovych parametri posunuti u¢. Dosadime-li
do matice P soufadnice zvoleného bodu, potom lze podle uvedeného vztahu
vycislit hodnoty u a v ve zvoleném bodg¢.

Rovinna napjatost:

1 v 0
&
RN . _ gxx _ E v 1 0 gxx — RNpRN
o= " =72 1—y Vv = 3
Oxy 0 O > Exy

Potencialni energie deformace prvku:

Ue=1 oTedV=s RNgTRNggge =1 RNTRVDRNpge
2 2 2
ve Qe Qe
e (° — plocha trojuhelnikového prvku
e t — tloustka prvku

, ;. 0u ov _ ou , dv _ _ _ _
Déle plati: o = S 5y = &y oot = Ey D Exx = Ay, Eyy = As, Exy =
a, +ay

aq
a
100000 *
. .~ RN_ _ as _ — pq-1y,e
Zapsano maticové: "e= 0 0 0 0 1 0 ,, =Ba=BS"u
010100 q
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Po dosazeni do vztahu pro potencialni energii deformace prvku:

Ue =1 ENGTRNDRNgrgge = IyTe  gTBTRVDBG1 pggeye

2 2
Qe Qe

Matice tuhosti prvku:

Pii konstantni tloust’ce a konstantni matici *¥D v rozsahu jednoho prvku.

K¢ =sTBT™pBs 1t da®=STBT*"DBS 1tQ°
Qe
Pozn.: V literatufe 1ze najit explicitni vyjadieni matice K®. V piipadé rovinné
deformace zaménime *VD za *°D .
Plati: u = Pa = PS™1u® = Yu®
e 1) — matice tvarovych funkci v oboru jednoho prvku; matice typu (2,6)

PY=PS 1= Yo 0 ¥ 0 ¥ O

0 ¥ 0 ¥ 0 Yy

Potom lze zapsat:

e ux,y =Y,y u+P; X,y uj i X,y uy
e vx,y =Y xy v+t xy v+ x,y vy
* P =YX + X + Sk

o Y =yx+xy + Si

* Y =YX + X5 + s

® Xgp =Xq — Xp

® Yab = Ya — Vb

o Sup = X Vp — XpVa, kde a,b =i,k

wewrs

Potencialni energie vnéjsich sil:
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L*=— XTudVv- pTudS- R;Tu

14 Sp r
=— X TPStdQ®u® - p TPS1dSuc
Qe Sp¢€
—  RTPS e

—  XTPS'tdQe — p TPS™1dS
Qe Sp¢€

—  R;TPS! we

=— X TYtdQ®+ pTPdS RyTY
Qe spe r
Le — Reue
Zatézovaci vektor:
R® = gbj. + Rpov. + Rss.
e vektor zatizeni od objemovych sil
(e)b] = X_Tlptdﬂe

Qe
e vektor zatiZzeni od povrchovych sil

Rze)ov. = p_TlI}dS
Sp¢
e vektor zatizeni od sil v uzlech:
Rg.s. = RIII)

r

Tvarové funkce a jednotkové parametrické posunuti prvku:
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Pozn.: Uvedenym zptsobem lze odvodit celou fadu jinych prvki. Prvkl vyssi
kvality nez tifuzlovy, prvki s linearni aproximaci poli posunuti. Tento prvek se
ale v praxi nepouziva. V praxi se pouziva trojihelnikovy prvek s kvadratickou
aproximacni funkecli, tj. prvek se Sesti uzly (tfi ve vrcholu a tfi ve stiedech
stran), nebo prvek ¢tyfuzlovy s linedrni aproximaci, popi. osmiuzlovy

s kvadratickou aproximaci.

10.2 Matice tuhosti a zatéZovaciho vektoru jednoduché
konstrukce sestavajici z riznych typi konecnych
prvki

Konstrukce sestava ze C&tyf prvki tii typld. M4 osm stupnd volnosti:
Uy, Uy, ... Ug.

U;
U,

prvky typu prithradovina
prvek typu nonsik

U U, U, /
hu S,

/

kluzné uloZeni
Pted sestavenim matice tuhosti je nutno konstrukci roz¢lenit na jednotlivé ko-
ne¢-né prvky.

Piedpokladejme, ze pro kazdy konecny prvek zname matici tuhosti prvku od-
povidajici stupiiim volnosti. Potom neni nutné provadét transformace parame-
tril z lokalni do globalni soustavy soufadnic. Vzhledem Kk uchyceni konstrukce
se n¢které lokalni stupné volnosti ve vysledné matici tuhosti neuplatni.
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10.2.1 Matice tuhosti jednotlivych prv-

kii: i @ v

U, U
UZ U3 U1 U4_ U5 / o
U M VU3 Uy Vg
ai1 Q12 A1 Q17 Q13 uy U,
az1 Q22 Gze Q27 Gz v; Us
K, = Vs Vy
A7 ag1 Qe 66 Q67 Qes py; U u; U,
a1 Qasy 76 Q77 A7 u, U, o o
a81 a82 a86 a87 a88 Vy U5

vV, ]VJ
byy byz byz biy u; Ug 1" 1
2 1
K. = byy by by by vy U -
5=
b3y b3z bz b3y Uz U,
byr bay bys byy V2 Us
Us U U, U;
U vV U %)
C11 Ciz €13 Cia uy Ug
K. = C21 €2 Caz Co 1y Uy
¢ C31 C32 C33 C34 Uy U,
Ca1 Caz2 Ca3 Cyq UV, U,
Us U, Us
Uy v, 6,
dqq
Kp = Aoy  das dye U2 Ug




75

10.2.2 Matice tuhosti konstrukce se zahrnutim okrajovych

podminek
wW=vP=0P=ul=vi=ul=0
K = K .,
m
K
Qee ae1 A2 ae1 ag3 0 0
Q16 Q11+ C33 A1z +C34 a; aqg asq C30
Qz6 Q1+t C43 dop + Cyy ayy Ayg ay Can
— a16 a71 a72 a77 + b33 a78 + b34 b31 b32
a3 agq ag Ag7 + bas  QApp + byy bs b4,
0 C13 Cia by3 by, by +c11+dys biptcip+dys
0 C23 C24_ b23 b24_ b21 + C21 + d54 b22 + sz + dss
0 0 0 0 0 dey des

Matice tuhosti je ¢tvercova, symetricka, pasova a pozitivné definitni pro libo-
volny nenulovy vektor U.

UTKU >0

10.2.3 Zatézovaci vektor konstrukce:

Sestavuje se obdobnym zptisobem z jednotlivych zatézovacich vektort prvki
R°®.

K= K¢, R= R¢
e=1 e=1
e p — pocet prvki
Pocet nezndmych (stupiiti volnosti) definuje pocet rovnic. Soustavy rovnic do-

sahuji zna¢nych rozméra a jsou numericky stabilni. Moznosti feSeni ovliviiuje
velikost operacni paméti a velikost pevnych diska.

dse
dse
d66
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11  Izoparametrické kone¢né prvky

Ptedchozi postupy odvozeni matic tuhosti konecnych prvka byly uvedeny
z diivodu pochopeni samotné metody kone¢nych prvki. Odvozeni matic tuhos-
ti izoparametrickych prvku je trochu odlisné. Pracuje se pfimo s danymi apro-
ximaénimi funkcemi. Pouziti izoparametrickych prvki je velmi efektivni a cela
fada téchto prvkil je zahrnuta v systémech programi na bazi metody konec-
nych prvkl. V ptedchozich postupech se vychéazelo ze zvoleného polynomu a
pfi vycisleni jeho koeficienti bylo nutné provést inverzi matice S. Toto
Vv ptipad¢ izoparametrickych prvkia neni tieba provadét. Rovnéz neni nutné
vycislovat matice T pro transformaci z lokalniho do globalniho systému sou-
fadnic.

11.1 Zakladni pojmy

e izoparametricky prvek — geometrie prvku i tvar ndhradnich (interpolac-
nich) funkci pro popis hledanych poli jsou definovany stejnym poctem

- bod, ve kterém je predepsana souradnice prvku
O bod (uzel), ve kterém jsou paramelry posunuti

parametri
e superparametricky prvek — geometrie prvku je zaddna vétSim poctem

- bod, ve kterém je predepsana souradnice prvku
O bod (uzel), ve kterém jsou parameltry posunuti

parametrti nez tvar nédhradnich funkci pro popis hledanych poli
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e subparametricky prvek — geometrie prvku je zaddna mensim poctem

@ < )
¢ D L . .o

+ bod, ve kterém je piedepsana souradnice prvku
& 5 O bod (uzel), ve kterém jsou parametry posunuti

parametrii nez tvar nahradnich funkci pro popis hledanych poli

11.2 Dvouuzlovy konec¢ny prvek prihradoviny

Nejjednodussi ptipad izoparametrického prvku.

11.2.1 Odvozeni matice tuhosti

Popis geometrie
2

1 1
X = wixi=§ 1—€x1+5 14+¢ x,
i=1
1
b 1!’1:5 1-¢
1
o Pp=5 1+¢

Vztah mezi x a ¢ je transformace z lokalni soustavy soutfadnic ¢ do soustavy
x. Y1 a P, jsou tvarové (interpolacni) funkce. Tyto funkce jsou zavislé na po-
¢tu uzld. Jelikoz odvozujeme izoparametricky prvek, pak funkce podélného
posunuti vyjadiime stejnym zplisobem.
Popis pole posunuti — 1D prvek

2

1 1
u= I/Jiui=§ 1—Eu1+5 1+¢ u,
i=1
Je nutno urcit &,,, pro dosazeni do vyrazu pro potencialni energii deformace.
_du dud¢

Sxx—a—d—ga
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du u u
) —=——1-|-—2=
2 2

3

Uz —Uy
o — délka prvku v pfirozenych soufadnicich

d NPTV, dx x x Xp—X L d 2
o £ nelze Vy01shtpr1mo=>—=——1+—2=L=_:>_f=_=>
dx dé 2 2 2 2 dx L
L
dx =Edf

Ll . . w1
o — jakobian transformace soutadnic

Uy — UL 2 Uy — Uy

Gx =T 5 1T L

Uq

, . v 1
Zapsano maticove: &,, = 7 -1 1 u
2

e B — funkce pfirozenych soufadnic — matici tuhosti musime vy¢islit

e r r 1
V pfirozeném systému B = 7 -1 1

Potencialni energie vnéjsich sil:

1
Ue = 5 ol e Adx

L

X2
= el Ee, Adx
X1
1 ' 1 1
-1 1
= — u u _ _ —
> 1 2 I E I 1 1 w AJdé¢
_1., EA 1 Uq
=5 W Uo7 1 -1 1 Jd¢ "
-1
Matice tuhosti:
1 1
EA -1 EA 1 - 1L EA §&¢ &1
Ke = - _ d = — —d = —
12 1 1 1Jd¢ 12 -1 12E 2L —¢ 5_1

-1

EA 2 2 EA_11 -1
“2-2 2 L -1 1
Rovnice rovnovahy na prvku:

Ku=R

EA 1 -1 w _ R

L -1 1 Uz R,
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11.3 Tabulka vybranych izoparametrickych prvki:

Tvarové funkce N; = ;

1D So =¢i§
N==14¢& ,i=1;2
" 2
__________ Ny=21-¢
I 1 1
(~1,0) (Lo - Ny =3 1+¢
e jednoduché geometrie
Dvouzlovy line4rni * konst. deformace
Tiuzlovy parabolicky Ny=2& 1+& ,i=1;3
2 ) )
|
Ni =1- {TZ’L' =2
3 N =Le1
(IEO' ’ “30_ : ' _Ef -
=i, ,) » ) NZ — 1 _ EZ
Ny=-E1+¢

e moznost zakiiveni

No=— 1+ 962—1,i
1;4
No==1+9, 1-¢%,i
2;3

e moznost zakiiveni

o =¢i§
Mo = MiN

2D
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Ctyfuzlovy Nizi 1+& 1+n,i=
Ul 1;2;3;4
(-11) 7 3 (11) e jednoducha georr'let‘rie '
e mala presnost pii distorzi
(-1,-1) L 2(1,-1)
OSI’l’liuZlOV}” NL, = % 14+ EO 14+ Mo SIO +
d Nno—1
(0,1) i _1.2.C.
('1’;1?) 7’ 6 5'}(’11-{?) L= 1’ 3’ 5’ 7
1
Ni=51-§ 1+n,
(-1,0) 48 710 ¢ l=12;6
Ni=31-n2 146
(-1-1) & 2 34(1,-1) = 4.
) 01 i=4;8
e moznost zakfiveni
Dvanéactiuzlovy 7 N; = % 1+& 1+
(% 1)| (%1) Mo ~10+9 & 40’
(-1,1) 0 9 3 7':‘”,1’) i=1;4;7;10
-2 2
(-1,%) 411 6% (1.%) Ni=g 146 1407 1+
- Mo
- -'E - s,
(-1,-%) 412 5¢(1-%) [ =5:6:11:12
(1) —2 I A1) Ni=2 14m 1-¢2 1+

(-%,-1) (%,-1)

9o
i=2;3;8;9

e moznost zakfiveni
e pouziti v lomové mechanice

Sestiuzlovy

le% 1+€0 1+T]0

i=1;3;4;6
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1
1 Ni=5 1-¢ 1+
0y (1,1 ’
4 ;] — .
(-1.1)%5 5 244 i=2;5
e moznost zakfiveni
— e propojeni linearnich prvki s
£ parabolickymi
1 2 3
1(‘1;'}‘1;' 5(]*_j)
/ (0,-1)
gestiuzlovy N, = i 1-¢8 1-7
1
Ny=—21+¢& 1—-7
0.1) (1,1 )
=} £
(LD 5 A Ny=21+4¢ 1-77
N4=% 1+¢ 1+n &E+n—
3o ¢ |1
1
N5 = = 1 + 77 1 - 52
(-1-1) & 24(1,-1) 2
Ne=-%1-¢ 147

4

e moznost zakiiveni
e propojeni linedrnich prvka s

parabolickymi
24 ’ L4 r A
Ttiuzlovy trojuhelnik N,=1L,= 71
_ —1, =2
(0,0,1) Ny =1L, =~
=.=2%
Ny =1Lz=~

e [; —plos$né soufadnice

e A —plocha prvku

e jednoducha geometrie

e konst. deformace

e automatické generovani
prvka slozitych oblasti
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Sestiuzlovy trojuhelnik
0,0,1)

(1,0,0)  (%,%,0,) (0,1,0)

N1=L1 2L1_1

N, = 4L,L,
Ns=1L, 2L, — 1
N, = 4L,L,
Ns =Lg 2L — 1
Ny = 4LsL,

e moznost zakiiveni
e automatické generovani
prvki slozitych oblasti

Devitiuzlovy trojuhelnik

(0,0,1)

(4,004 6x(0,%,%)

. Y3 15 1) .
(%0160 v V5500, %)

(1.00d—2 3 45010
(75,%:,0) (%5,7:,0)

Ny=2 3Li—1 3L —2 Ly

Ny =2LiLy 3L, —1

N3 ==LiL; 3L, — 1
N4=§3L2_1 3L2_2L2

Ns =2LyLy 3L, — 1
N6 = §L3L2 3L3 - 1

N, =2 3Ly—1 3L3—2 Lg

9

N8 == EL1L3 3L3 -1

No=2LsLy 3L —1
N10 == 27L1L3L3

e moznost zakiiveni
e automatické generovani
prvka slozitych oblasti

vvvvv

3D

$o = &€
Mo = NiN
$o = Gi¢
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Osmiuzlovy Sestisté 1
smiuzlovy Sestistén No=t1+¢ 14nm, 1

8
¢ + <o

(-1,1,1) (1,1,1) i=12 .8

I8 ‘_ | 7 1 o
(-1-1, gre—] (Ir I’;) - e jednoducha geometrie

I i e relativné mald piesnost pfi
I I hrubém déleni
| &
4 3
T e e (N 8 )

//_] I_I Sl e |

p CAD

(-1-1-1) (1,-1,-1)
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Dvacetiuzlovy ) N; = % 148 1471, 1+
K _
(-1,1,1) (111 $o Sotmo+qo—2
9 | 18 " i=1;3;57;13;15;17;19
(-1,-1, 1) 22| 16 .
r ]{142 P Ne=71-8 1+4m0 144
[l N .
7(-111,-1) 1
/Q/(/L’—)—g——z—j(j’j’-j) Ni:Z 1-n% 1+& 1+,
2 3 ,
(-1,-1,-1) (1,-1-1) i =4;8;16;20
1
Nizz 1—(2 1+€0 1+7]0
i =9;10;11;12
e moznost zakiiveni
Tiicetidvouuzlovy ) N; = é 1+& 1+4n, 1+
¢ 2 2 2 _
30-11,1) P9 28  27(111) G 9& +n°+¢ 19
31 & F— 1.4 . . . .
O i M- i = 1;4;7;10;21; 24; 27; 30
120 122 MLED U Ni=— 1-8 1+9& 1+
17 L34 Lo °
%15 T w5 Mo 1+
I3 f:j,}{;gf_:-iz;ﬁ?_ 7(Ln-pi 1 =2;3;8;9;22;28;29
V2 6
1(-1,-1,-1) 5 =2 1_p2
S B T Nj== 1-7° 1497, 1+
$o 1+
i =5;6:11;12;25;26;31;32
Ne==1-02 1495 1+
So 1+mn0

i

= 13;14;15;16;17;18;19; 20

moznost zakfiveni
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Ctyfuzlovy (tetraedr, étyistén)

4(0001)

1(1,0,0,0)

=L1=‘;1
=L2=%

Ly="=2
=L4=%

L; — objemové soufadnice
V — objem prvku

2(0.,00) e jednoducha geometrie
e mala presnost
e automatické generovani prvki
vprostoru
Desetiuzlovy N,=L, 2L, —1
4(0.0,01) N; = 4L,L,
N3 = L2 2L2 - 1
N4, = 4L2L3
NS = L3 2L3 - 1
1(1.0,0,0) 50,010 Ng = 4L3L,
2 4 _
300100 N7 = 4laly
N8 = 4L2L4
Ng = 4L3L4
Nlo = L4_ 2L4_ - 1
e moznost zakfiveni
e automatické generovani prvki
slozitych oblasti
Dvacetiuzlovy N, = 1 3L, —1 3L, —2 L,
_ 2
17¢00001) 9
N, = §L1L2 3L, — 1
N3 =2LiLy 3L, — 1
Ny=2 3L, —1 3L, —2 Ly
171000 7(00,10) N5 =§L2L3 3L2—1
N6 = §L2L3 3L3 - 1
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1

N7=E 3L3_1 3L3_2L3
N8 =§L3L1 3L3 - 1

No =2LsLy 3Ly —1
Nyo = 27L,L,Ls

Ny = §L1L4 3L, — 1
Niz =2LyLs 3L, — 1
Nis ==2LsLs 313 —1
Nig =2LiLs 3Ls—1
Nis ==LyLs 3Ls—1
Nig =2LyLs 3L, — 1
Niy=7 3Ly—1 3Ly—2 Ly
Nyg = 27L,LsL,

Nyo = 27L,LsL,

Nyo = 27L,L,L,

e moznost zakfiveni
e tento prvek ma uzly na sténach

401,001
_ , |
5(01,0,1) i 600,0,11)
|
1 f}iﬂ 1)
Fhs e I .}
- S
-~ "~
2(01,0-1) 3(0,01-1)
tiuzlovy pétistén

Ses-

1
Ni=1Ly 1-¢,

i=1;4
1
Ni=1L,1-
i=2;5
1
Ni=5L3 1-0
i=3;6

e mald presnost
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Patnactiuzlovy N; = % Ly 2L,—1 1+4¢, —

1 2
10(1.00,1) sl21-¢
R i=3;12
12(0,10.1) £ 14(0,0,11) 1
7 Ni=2l32Ls—1 144 —
8 j’ﬁ’iﬂ,-]} 9 %L3 1-¢?
2 6
N i=5;14

3(01,0-1) 4 5(0,01-I)
N; =2L,L, 1+,

i=2;11
N; = 2L,L3 1+,
i =4;13
N; = 2L;L, 1+,
i =6;15
N, =1L; 1-¢?
Ng =1L, 1-(?
No=131-¢?

e viechny prvky tvaru pétisténu
jsou prvky pro propojeni oblasti
typu ,brick“ a ,tet”

Propojeni Sestisténu se Ctyfsténem neni korektni. V soucasné dob& se pouziva
propojeni pomoci pétisténu typu pyramida.

11.4 Matice tuhosti a zatéZovaci vektor ¢tyruzlového
izoparametrického prvku pro reSeni ulohy rovin-
né napjatosti

11.4.1 Interpolacni funkce

Pro odvozeni matice tuhosti je tfeba vybrat interpolacni (tvaro-
ve) funkee Y1, 9, P35 a .
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=7 1+& 1+4m,i=1,234
e S =4¢ 3]
* No=ni7

Po dosazeni hodnot soufadnic uzli — pfiro- Yt
zenych soufadnic ¢ a 1 dostavadme tvarové Yt

funkce prvku:

o Pi=;1+¢ 147
« Pp=;1-¢ 147
1
e Y3=,1-¢ 1-7 e
1
o =-14+¢ 1-—
Vams 1 (LD % (L)
11.4.2 Vztahy pro popis souradnic: _
I
* 1
x= pxi=7 148 141 x l-ne— A
i=1
1
+Z 1-¢ 141 x,
1
+%1—€ 1—-1n x3
+—-1+¢ 1—1n2x,
4
4
1 1
y= Yuyi=7 145 1+tnyi+71-¢ 1470y,

4 4

i=1

1 1
+7 1-¢ 1-n vty 1+¢ 1-ny,

V kazdém uzlu jsou dva parametry posunuti:
4

1 1
u= 1/)iui=Z 1+¢ 1+nui+z 1-¢ 14+ u,
i=1
l 1 1
+Z 1-¢ 1—7]u3+Z 1+¢ 1—-n u,

4
1 1
V= I/Jivl-=z 1+4+¢ 1+nvi+Z 1-¢ 14+ v,

i=1

1 1
+Z 1-¢ 1—n v3+Z 1+¢& 1—-n v,
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Jerejmé’iexzfl 5:77 ’y=f2 5»77 aopaénéf=f3 X,y ’nzfé XY .

Do vyrazu pro potencialni energii deformace v rovinné uloze vstupuji:

u

[} gxx = a

e £ = 6_17

yy dy
_u

e & .. =
xy dy  Ox

Je nutné uplatnit pravidlo pro derivovani slozené funkce:

. 2_208 00
ox 0édx  0nox
2 03 am

dy 9&dy  ondy

a¢& 0
Aby se dalo Vy01s11t —= a—f £ a— 3y Je nutno zndt inverzni transformace. Tyto

transformace se v exp11c1tn1m vyjadieni tézce hledaji. Proto nejprve vycislime:
2 _dax 0dy
¢ 0x 9 9y of
2 _20x 20y
on T ox an  dydn

Maticove zapsano:

d ox dy 9 P
o¢  0¢& 0¢ ax _; %
o  odx ady i - i
o on on Oy 3y
e ] —jakobian transformace: J = Ji1 Ji2
J21 Ja2
Pro inverzni transformaci plati:
d ]
% _ g1 08
a =17 4
dy %
Y ]—1 — ]11 ]12
J21 J22
Pomocné vypocty:
alpl ! al/’z 1 01/11

— =1 —=—=1 = —_-—
og 4 - TT og — g FH
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0 1

Wa L1

an 4

0 1 0
Wy _ 1, __ %
an 4 an
an 4 on

1+7n x, —
1-¢ x, —

1+ny,—

03
B _Z 1=
9% 7
0, 1 093
& 4 0¢
oy, 1
1_21
on 4 +s
Pro libovolny bod prvku plati:
ox _1 —
[ J %—4 1+77x1
ox _ 1
L %_Z 1+fx1+
9y _1 —
* s =3 1tnn
ay_l
* a1 1+&ym+

Obdobnym zptlisobem plati:
ou

J a—$=% 1+nu —
o Z—’;zi 1+¢& u +
. Z—’;:i 1+n v —
. g—:=% 1+¢& v+

Z teorie pruznosti plati:

9]
0
gxx X a u
e= &y = o
Exy dy v
a 0
Jdy 0x

1-¢y,—

1+1n u,—

1—€u2_
1+n v, —

1—5172_

Ju
ax
v
ay
Ju Jv
3y " ox

11.4.3 Energie deformace prvku:

ue eTDedV
Ve

o Rovinna napjatost; DRV =

1-nx3+ 1—-n x4 =J11
1-¢&x3— 1+¢ x4 =Jp1
1-=nys+ 1—=-ny, =],

1-¢ys— 148y, =2

1-nuz+ 1—nu,

1—$u3_ 1+$u4

1—-nvs+ 1—nv,

1—5173_ 1+€V4

D — matice pruznostnich konstant
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v
1=
— v
o Rovinna deformace: DRP = —£17¥  — 1 0
0

1+v 1-2v 1-v

1-2v
0
2 1-v
o Rotaéné symetrickd uloha:
v v
1 — 0 —
1-v 1-v
v v
Rs _ E1-v 1-v 1-v
D™ = ——+H 1-2v
1+v 1-2v 0 0 0
2 1-v
v v
— — 0 0
-V 1-v

Pomocné vypocty:
ou

® azfna_g"'hz%
® a17—]2165 ]22617
s gz_]”a{ ]12617
® au—]21a"; ]2231;
V uvedenych vyrazech je nutno rozepsat ¢leny a? g; g; Z : pomoci uzlovych
hodnot u®:
ut' = u, v, up, v, Uz U3 Us Vs
. Z_g‘:i”n 0 —(1+7) 0 —(1—%) 0 1-7n 0wue=
uzu
. %:io 149 0 —(147) 0 —(1—-n) 0 1-npue=
vsu®
. Z_’;%Hg 0 1—-¢ 0 —(1—-& 0 1+¢ 0wt =uue
. %:%0 148 0 1—-¢ 0 —(1-8) 0 1+¢ uf=vue
Potom

Jiiue + Jpuy,
€= J21Ve + [0y u®
Joaug + Jpouy + J110e + ]2y
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Ue -1 te" Dedxdy
2

Qe
1 1
1 eT T 1 or T
= Eu tB' DBdxdyu® =Eue tB' DBdet]dédn u®
ae -1 -1
11.4.4 Matice tuhosti prvku:
1 1 1 1
K¢ = tBTDBdetJd&dn = tFdetJd&dn
-1 -1 -1 -1

Integraci nelze provést piimo, proto je nutné pouzit numerickou integraci
(Gaussovu integraci).

int int
K¢ = tUWlW]FUdet]U
i=1 j=1
e ¢;, m; —Soufadnice integracnich bodl
e w;, w; — vahove koeficienty v odpovidajicich integracnich bodech

11.4.5 Vycisleni vektoru zatiZeni od ptlisobeni povrchového zati-
Zeni na strané 1-2 pro ¢tyruzlovy prvek

Nejprve je nutno stanovit, jakym zpisobem se méni funkce posunuti. Protoze
na strané 1-2 je n = 1, potom vzhledem K interpola¢nim funkcim pro ¢tyfuzlo-
vy izoparametricky prvek plati:

5

Ly n b

o u5=% 1+Eu1+% 1-¢ u,

o vs=% 1+Ev1+% 1-¢ v,

Zapsano maticove:
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1 1 Up
w3 1+¢ 0 > 1-¢ 0 v,
vs 1 U,
0 S1+§ 0 S1-¢ o
Obecnéji
1 1
S14E 00 =1-¢ 0 0 0 0 0
HS — 2 2
1-2 — 1
0 14§ 0 z1-§ 0 0 0 0
Uuq V1 U, U, Uz Vs Uy Uy

Slozky povrchovych sil ve smérech x,y:

s _ Dbx
P12~ pf,
12 = Hi—zT pi_dlre
ri-.
o dI'° =tédL

t¢ — tloustka prvku
dL — diferencial délky

1
i = & 24— dy * “ 4
S w ty %

v v _ d_x _ Xa2—X1 d_y — Y2—V1
Za ptedpokladu, ze n = 1, potom - 3 T

1
T T
R, = Hi_, pi_,dI'*= Hi_, pi_,

ré_, -1
1 1

Li_
= Hi, pi, 122ted5= Fted¢

-1 -1

Xy — Xq 2 Y2 —Y1 2
4 4

teds

Pro vSechny Ctyfi zatizené strany plati:
R° =R{ ;+R; 5+R§_,+R{_;
V ptipad€ jednoduchych funkeci zatiZeni lze ziskat zatéZovaci vektor ptimo.
V obecném piipadé je nutno pouZzit numerickou integraci.
int
2= wtF;
i=1

Integrace se provadi pouze s jednou proménnou, protoze = konst.
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11.4.6 Matice hmotnosti ¢tyruzlového izoparametrického prvku

Pfi odvozeni matice hmotnosti se vychazi z vyrazu pro kinetickou energii prv-
ku.

1 1
K¢ = 5 oful udv = 5 otéu” udxdy
ve Qe
1 1
1 T e T e 1 T e, e
=Eue 0°tH" Hdet]d¢dnu =§ue M‘u
-1 -1
Matice hmotnosti prvku:
1 1 1 1
Me = 0¢tHT HdetJd&dn = ot Fdet]Jdédn
-1 -1 -1 -1

Odvozeni vychazelo z vyrazu:

Uq
= Y _11+¢& 147 0 0 2
v 4 0 1+& 1+ .. 1+4& 1—q 5
Vs

Uq

v

=H .

Uy

e H — aproximacni funkce

Vypocet matice hmotnosti numerickou integraci:
int int
Me = Ql]tl]WlWJFUdet]l]

i=1i=1

11.4.7 Gaussova numericka integrace v pripadé integrace na

prvcich
1D uloha:
1 n
F¢&déi=  wF
_1 i=1

2D uloha:
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1 1 n m

F ¢,n dédn = ww;F &,1;
-1 -1 i=1 j=1
3D uloha:
1 1 1 n m P
F 5'77'{ dfdnd{ = WinWkF S;i'nerR
-1-1-1 i=1 j=1k=1

Indexy n, m, p ukazuji na moznost pouzit rizna integra¢ni shémata ve smérech

f: m {
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12  Numericka integrace

Ditlezitym krokem v ptipadé izoparametrickych prvkii je numerickd integrace.
Pozadované maticové integraly pii vypoctu konecnych prvkl vcetné jejich
numerického feSeni 1ze pro ptipad 1D, 2D nebo 3D ulohy zapsat takto:

F 6 df: Wl'F El’ +Rn
i
F ¢,n dédn = wiiF $,m + Ry
i
F ¢,n,{ dédnd{ = wiik F &,ni, ¢ + R,

i j k

o W, Wi = WWj, Wi = WWjwy — vahove koeficienty

o F ¢ ,F ¢&,m; F &,n;,{; —matice, jejichz Cleny jsou vycislovany
Vv integracnich bodech

e R, — matice chyby, ktera se obvykle nevycisluje:

F¢&dé=  wF
F ¢,n dédn = wii F &;,m;

F ¢,n,{ dédnd¢ = wijk F &1, G
i j ok

Piesnost integrace je dana poctem pozadovanych integracnich bodl pii vypo-
¢tu matic prvku.

12.1 Jednorozmérny pripad

[zoparametricky prvek:a = —-1,b =1

b

F ¢ d§
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Numericka integrace integralu je zaloZena na ziskani polynomu ¢ & vyhovu-
jicimu zadanym hodnotam F ¢ . Potom :l/) & d¢& je aproximaci ;F & d¢.

Pocet hodnot F ¢ a pozice vybranych bodua v intervalu od a do b urcuji pfi-
blizné¢p & kF & atim i ptesnost integrace.

12.1.1 Interpolace pomoci polynomii

Predpokladejme, Ze F ¢ je vy€islovana v n + 1 rGznych bodech &, &4, ...&,.
Potom ziskame F,,, Fj,...F,. Polynom y ¢ odpovida témto hodnotam a lze jej
jednoznacné vyjadrit ve tvaru:

Y& =ag+a+aé%+ 4 adht

Z ptedpokladu, ze p ¢ =F & vn+ 1bodech interpolace ziskame F = Sa

e F=F, F, .. ET
° a= ao a’l e an T
1 & & - &
2 n
o S—Vandermondovamatice:S:? ;1 f} f?
1 & & .. &

e Protoze det S # 0 (body ¢; jsou rizné), mame jediné feSeni a

Existuje vSak efektivnéj$i zplisob, jakym lze ziskat interpolacni polynom ¢ ¢ .
Tento postup se nazyva Lagrangeho interpolace.

Jednotlivé funkce 1, ¢, €2, ..., E™ vytvaii vektorovy prostor V o dimenzin + 1 a
Y & je prvkem tohoto prostoru. Protoze urceni soufadnic a,, a4, ...a, Ppro
P & muze byt znacné komplikované, je vhodné stanovit jinou bazi v prostoru
V7, ve kterém bude vypocet soufadnic jednodussi. Tato baze je tvotena Lagran-
reovymi interpolacnimi polynomy ve tvaru:

o578 §=8 =6 $=6n - E=bn
T =60 -8 & &6 - &6

olj

i = 6;; — Kroneckerovo delta
o §;j=1proi=j
o 6;;=0proi+j

Potom soufadnicemi bazového vektoru jsou hodnoty F & a polynom y & ma
tvar:

YE =Flyé +FlL & ++El, ¢
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12.1.1.1 Priklad
Najdéte interpolacni polynom ¥ & pro funkci F & = 28 — & pro pripad uziti

funkcnich hodnot vbodech & =0;1;3. Tedy &, =0,{;, =1,& =3,F =
1,F,=1,F, = 5.

1. postup — pomoci Vandermondovy matice

1 0 0 4o 1
111 a =1
1 3 9 a 5
Y ¢ =a0+a1f+a252
V()
15+
T wer
0 | : -
l l I (13-+4
15+ | I 1
G .
| T T S S
101234567 8 91011121314 ¢
Potoma0=1,a1=—§,a2=§.

2 2
p§ =1-28+38

2. postup — pomoci Lagrangeovych interpola¢nich polynomu

§—1 §—3 §¢&—3 §¢&—1
e L N

lp E =F010+F1l1+F212 =1

B 35 3E

12.1.2 Newton-Cotesovy integraéni vztahy

Zname-li interpolacni polynom, lze ziskat pfibliznou hodnotu integralu
"F ¢ d

UF £ ds.

Postup, pti kterém jsou body interpolace rozmistény rovnomeérné:

b—a
Eoza,fnzb,hz
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Pti pouziti Lagrangeova postupu ziskdme vztah:

b n b
F ¢ dé= li $ d§ Fi+Ry
a i=0 g
b n
F&dé= b—a Cl'F; + R,
a i=0
e R, — zbytkovy ¢len
e (' — koeficienty Newton-Cotesovy numerické integrace pro n bodu

Newton-Cotesovy koeficienty a odhad chyby (tabulka pro n = 1; 2; ... 6):

Pocet
. .lcr cr o cr o ocr ocr ct o ocP
intervala | ~© 1 2 3 4 5 6
1 1
1 1 1
2 2
1 4 1
2 _ - _
6 6 6
1 3 3 1
3 1 3 3 1
8 8 8 8
4 32 0 12 32
90 90 90 90 | 90
5 19 75 50 50 @ 75 | 19
288 288 288 @ 288 288 288
6 41 216 27 272 27 216 @ 41

840 840 840 840 840 840 840

12.1.2.1 Priklad

Urcete Newton-Cotesovy konstanty pro pripad, Ze interpolacni polynom je ra-

du2 (y ¢ jeparabola).

b
PR S U et SR S 10 e
B T S e A A
-8 £-4
e e-s ¢

NeCht’fo = a,fl =a+h,52 =a+2h

e h _ b-a
2
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Po vy¢isleni (pro piipad n = 2) ziskame:
b

b—a

12.1.2.2 Priklad

Pouzijte Simpsonovo pravidlo pro vypocet integralu 03 28 — & dé&, pro

n=2,h=§.
2

3
§0=0,6 =56 =3,F = 1F, = 1,328427125,
F,=5

3

3
286 —¢ de = ¢ 1'1+4-1328427125+1-5 =5,656854
0

Presné feseni:  2¢ — ¢ d¢ = 5598868

Chyba feSeni: R = 0,067986

3-0°
1000

Horni hranice chyby: R < In2 * 28 =0,448743

e 25 — maximum funkce v daném intervalu
° f =3

Zvyseni ptrednosti integrace 1ze dosdhnout zmensenim intervali h. Lze si vy-
brat ze dvou moznosti, a to pouZzit Newton-Cotesovy vztahy vyssiho fadu nebo
opakovanég vztahy niz$iho fadu.

12.1.2.3 Priklad

Pro vypocet integradlu z predchoziho prikladu se ma pouzit polovicni délka kro-
kuh. Potom h= % a odpovidajici  funkcni  hodnoty jsou Fy=1,F; =
0,931792,F, = 1,328427,F; = 2,506828,F, = 5.

Pouzijeme-li Newton-Cotestiv vztah vysSiho fadu, potom se jedna o ptipad
h = 4.
3

3
26— ¢ de = 55 7Fo+ 32F: + 12F; + 32F; + 7F, = 5599232
0

Pouzijeme-1i Simpsonovo pravidlo dvakrat, dostaneme vztah:
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N| W

28—¢&dé= 28-¢&di+ 28-¢& d¢

0 0 3
2

3
25— dE=21° Fy+4F +F, =1513899

_3
25— dE =22 Fy+4F; + F, = 4,088935

YW CPulw

2

28 — & d& =1,513899 + 4,088935 = 5,602834
0
Vyuziti opakovani vztahii nizSich fadt je vyhodnéjsi nez pouziti Newton-
Cotesova vztahu vyssich fada. Presnost se zvySuje se zmenSovanim kroku h.

Uvedeny postup lze aplikovat i na oblasti, kdy funkce F ¢ obsahuje nespoji-
tosti.

12.1.2.4 Priklad

Pouzijte Simpsonovo integracni pravidlo pro vypocet integralu _113F & d¢,
kde priibéh funkce F & je uveden na obrazku.

Integrace se musi provést pro tfi intervaly:

13 2 9
1
Fé&di= &43de+ 10+ §—13 dé
-1 -1 2
13
+ S 13-¢5444d
128 d d

9

Pro vypocet kazdého ze ti integralli se pouZije Simpsonovo pravidlo.

843 dE=200 124431254111 =1275

1 —
)10+ §-15 df:% 1-1144-11,650964 +1-12 =
81,204498
13 1 13-9

9o Tom 13—-¢8°+4 dé=—1-11+4-425+1-4 =22
128 6

13

F & dé=12,75+ 81,204498 + 22 = 115,954498
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12.1.3 Gaussova numericka integrace

Vyse uvedené metody jsou efektivni, zlstava-li integralni krok konstantni.
Avsak prfi integraci matic v metod¢ kone¢nych prvki je nutno vyc¢islovat funk-
ci F v zadanych bodech. Tyto body se mohou nachéazet v libovolném misté na
prvku. Proto je pfirozené pouzit postup, ve kterém mohou byt integracni body
rozmistény nerovnomérné. Toto vede ke stanoveni polohy integracnich bodi
tak, aby pouzita metoda davala co nejlepsi feSeni. Velmi dilezitd metoda nu-
merické integrace, ve které jsou soucasn¢ optimalizovany polohy integracnich
bodu a vahy v téchto bodech, se nazyva Gaussova kvadratura.

b
Fé&dé=wF & +wF & ++wuF & +R,

a

Zakladnim ptredpokladem Gaussovy numerické metody je, Ze v daném vyrazu
Jsou vahy wy, Wy, ...w,, 1 soufadnice integra¢nich bodti proménné.

V ptipadé odvozeni Newton-Cotesovych vztahli jsou nezndmymi pouze vahy,
které se uréuji integraci polynomu i ¢ , jehoz hodnoty v konstanté vzdalenych
integrac¢nich bodech se rovnaji F £ .

V ptipad¢ Gaussovy integrace jsou vycislovany také souradnice integracnich
bodu. Je tedy nutné vy¢islit 2Zn neznamych hodnot.

Analogicky (jako u odvozeni Newton-Cotesovych vztahil) se pouzije interpo-
lacni polynom ve tvaru:

n

Vs = FL¢

i=1
e n — pocet integracnich bodl

o ¢,,&,,...&, — soufadnice integracnich bodu (stile neznamé)

Pro ziskani hodnot &,&,,...&, se definuje funkce P & = &—-& ¢&-—
& .. E—¢&, , kterd je polynomem n -t¢ho tadu. Je ziejmé, ze P & =0
Vv integracnich bodech.

F& =& +P& BotBré+pad"+
Integraci funkce F ¢ ziskame:

b n b

Fédi= F L §dd + p P &dg

a i=1 a j=0 a

b

8

Prvni integral v pravé ¢asti rovnice je funkci fadu n — 1 a niZz8i. Druhy integral
je funkci fadu n a vyssi.
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Neznamé hodnoty ¢;,j =1;2;..n lze urCit z podminek, protoze polynom
Y & prochazejici skrz n bodi, ve kterychyp ¢ =F & apolynomP & =0:

b
PE&ékdéE=0, k=0;1;2;..n—1

a

Vyse uvedené podminky vyjadtuji fakt, Ze integral ;F & d¢& je aproximovan
integralem polynomu fadu 2n — 1 nahrazujici F ¢ .

Newton-Cotesovy vztahy pro n + 1 rovhomérné vzdalenych integrac¢nich boda
integruji presné polynomy do fadu nejvyse n.

Na druhé strané¢ Gaussova kvadratura, kterd vyuzivd n nerovnomérné vzdale-
nych bodu integrace, integruje presn¢ polynomy do fadu 2n — 1.

Urceni bodu integrace a integra¢nich vah je zavislé na intervalu od a do b. Vy-
pocet vSak mizeme realizovat v intervalu od —1 do 1 v pfirozenych soufadni-
cich. Body integrace z odpovidajici vahy v intervalu od —1 do 1 musi odpovi-
dat bodiim a vaham v intervalech od a do b. Plati pfevodni vztahy:

a+b+b—a b—a
2 7 S T3

w;

Provadime-li vypocet v intervaluod —1do 1, paka = —1,b = 1.

Soutadnice integracnich bodi:

1

-1

Soufadnice bodi integrace a vahy (interval od —1 do 1, pron = 1; 2; ... 6)

$i w;

0. 2.

n

1

2 | +0,57735 02691 89626 | 1,00000 @ 00000 00000

3 | +0,77459 66692 41483 | 0,55555 55555 55556
0,00000 @ 00000 00000 | 0,88888 88888 88889

4 | £0,86113 63115 94053 | 0,34785 @ 48451 37454
+0,33998 10435 84856 | 0,65214 51548 62546

5 |+0,90617 98459 38664 | 0,23692 @ 68850 56189
+0,53846 93101 05683 | 0,47862 86704 99366
0,00000 @ 00000 00000 | 0,56888 88888 88889
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6 |+£0,93246 95142 03152 | 0,17132 44923 79170
+0,66120 93864 66265 | 0,36076 @ 15730 48139
+0,23861 91860 83197 | 0,46791 39345 72691

Koeficienty v tabulce lze vyc¢islit pfimo, avSak pro vys$s§i n feSeni se stava
komplikovanym. Lze si pomoci Lagrangeovymi polynomy (Gauss-
Lagrangeovy koeficienty)

12.1.3.1 Priklad

Vycislete polohu integracnich bodu a vahy pro pripad dvoubodové Gaussovy
kvadratury.

P& =¢8-& §¢-¢&
1

§—¢1 §—46d&=0

§—¢1 §=6¢8d¢=0

-1

Po integraci ziskdme rovnice:

_ 1 _ 11
'51'52——5, &L+éE,=0 = fl_—__,fz__g

3
Po dosazeni soutadnic do vyrazu:
¢ ¢
— 62 — 62
w, = ——d¢, w,= ———d& = w=w,=1
TG T Hog LW

12.1.3.2 Priklad

Pouzijte dvoubodovou Gaussovu integraci pro vypocet integralu 03 26 —
¢ ds.
3
28— & dE=wiF & +w,F &,
0

Protoze interval je od 1 do 3 je nutné transformovat hodnoty koeficientl
z intervalu od —1 do 1.
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b—a 3 3
> W, © w = > 1, w, = > 1
a+b 4 b—a 3 1 1 3 14 1
i (= == i == f—
Potom F & =0,91785978,F & = 2,78916389, 03 2% — & dé =
5,56053551

Gaussova numerickd integrace se vyuziva pii vypoc¢tu matic izoparametrickych
prvka.

12.2 Vicerozmérny pripad

12.2.1 Gaussova numericka integrace v pripadé integrace na
prvcich

1D uloha:

1

3

F¢dé=  wF

-1 i=1
2D uloha:

1 1 n m

F ¢,n dédn = ww;F &;,1;

-1 -1 i=1 j=1
3D uloha:

1 1 1 n m 14

F ¢,n,¢ dédnd{ = wiwjwi F &,1j, Gk

-1-1-1 i=1 j=1k=1

Indexy n, m, p ukazuji na moznost pouzit rizna integra¢ni shémata ve smérech

Er m {
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Praktické poznamky:

Pti integraci je nutno zvolit fad integrace odpovidajici typu kone¢ného prvku.
Rad numerické integrace vyrazné ovliviiuje piesnost matic prvku a naroky na
¢as vypoctu matic prvku. Pfi ur€itém fadu integrace jsou vSechny matice prvki
vycislovany piesné. V nékterych piipadech snizeni fadu integrace muize vést k
lepSimu feseni a vyrazné urychlit vypocet. Existuje fada doporuceni, jaky tad
integrace pouzit pro dany typ prvku. Hodnoty vycislenych veli¢in jsou nejpies-
néji vycisleny v integra¢nich bodech.

Rad inte- %tupen ) Poloha integra¢nich bodi
grace presnosti
2X2 3
3x3 5
4x4 7

roxr

Optimalni fad Gaussovy integrace (rovinné prvky)

2X2




e
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13  Zakladni pristupy k reSeni ohybanych de-
sek

13.1 Teorie tlustych desek

Uloha ohybanych desek je obecné ulohou tfidimenzionalni, ale za uréitych
ptedpokladi ji lze pievést na tlohu dvojdimenzionalni.

M¢jme desku (viz. obr.) v pravouhlé soustave soufadnic x, y, z.

Premisténi libovolného bodu A je funkci tii soufadnic. Toto piemisténi 1ze roz-
lozit do Maclaurinovy fady podle soufadnice z:

N U, +1 0%u, 2,
u, =u, X,y,Z =U xX,V,Z — 7 —_ z ves
X X y x0 y 0z 2 972
N ou,, +1 0%u, 2y
Uy, = Uy X,yY,Z =U X,V,Z —_— 7 - — 7
y =y 1Y o 0¥ 0z 2 0z2
N ou, +1 0%u, 2y
U, =uU, X,¥,2 =Uy X,V,Z — z+= z% 4+ -
z z y Z0 y 0z 2 §z2

V ptipad¢ linedrni teorie pruznosti ponechame jen prvni dva ¢leny v rovnicich
pro u, au, a prvni ¢len v rovnici pro u, na zéklad¢ ptedpokladu, Ze deforma-

ou Juy . , ., v u

ce a—Zx a 6_zy jsou malé v porovnani s tloustkou desky. aZz =¢&,, = 0.
ou,

Uy = Uy X,Y,Z =Uyg X, V,Z + — Z
0z
du,,

Uy =Uy X,V,Z =Uyy X,¥,Z + — Z

y y 2 ) y0 ' aZ

Uy, = Uy X,Y,Z = Uy X,V,Z
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Zavedeme-li piedpoklad o nedeformovatelnosti stiednicové plochy v roviné
X, Y, potom uyy x,¥,Z2 = Uy x,¥,Zz =0.

ou,
U, = Uy X,y,Z = E Z

— _ Oy
uy—uy X,¥,Z = E Z

U, =Uy, X,Y,Z = Uy X,V,Z

.y , . aux auy . y . ,
Parcialni derivace ~, & . Jsou zavislé pouze na x, y.

Ze zavislosti mezi posunutimi a deformacemi vyplyva:

Eyz=aauy+auz = auyzgyz—%
z 0y 0z dy
du, OJu, ou, ou,
= x "oz T 9z ™ ox
Podle Hookova zdkona plati:
E 21+v
Oyz =517y &z S 7 Oy
E 21+v
szzz 1+v Ezx = gzszazx

V piipad¢ pfedpokladu o rovnomérnosti rozd€leni napéti gy, a g, plati:

Y2 A bt ot
o=l T _tx
A bt t

e T, T, — pficné sily
t — tloustka pritezu
e A —plocha
e b —sitka prifezu: b = 1

Vyse uvedeny ptedpoklad je dolni odhad.
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V konkrétni aplikaci je nutno upravujici koeficient zohlediujici smykové napé-
titke 1;1,5:

t
— Y
* 0y, = k—t

t
b szzk?x

Posunuti u,, u, a u, ve smérech x, y, z v libovolném bod¢ desky:

21+v ou,
z Opx —
Uy X,V,2 Uy X,V,Z E 0x
Uy X,¥,Z2 = Uy X,Y,Z = 214v ou,
Uy, X,Y,Z u, x,9,0 Z—F %z~ dy
U, X,y
du, 21+v
% ox —k Et b
= ou, 21+4+v
—Z 3y -k Bt ty
Uz X,y
ouy, 2 1+v
* 9y=aa—x— g
Uy 2 1+v
. ex=¥—k o ty

o Tyto funkce jsou funkcemi pouze dvou soufadnic x a y.
o Hodnoty 0, a 0, jsou priimérna pootoceni v libovolném bodé¢

sttednice desky (poloha stfednice pfed deformaci.

Z obrazku je patrné, Ze ptimky, které jsou totoZné s normalami ke stfednicoveé
ploSe v pocate¢nim (nedeformovaném) stavu, zlstavaji po deformaci piimé, ale
JiZ se s témito normalami neztotoznuyji.

0 X
L-inormdfa stirednice pied deformaci
normala stiednice po deformaci
strednicova plocha
skutecna deformace
predpokiadana y deformace

=
S
=

| -4

Rovnice pro primérna pootoceni Ize prepsat pomoci modulu pruznosti ve smy-
ku G:

o __ Ouy, ty
Y oox Gt
_ 6uz ty

° =
X ay Gt
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Dale je ztejmé, ze vyrazy pro prumérné pootoceni se skladaji z pootoceni nor-
mal a doplilyjicich pootoceni vlivem pticného tahu. Uplné pootoceni:

__Ouy

e Vastix = konst.: 8, x,y = 5 T Oy
o ]
e Vciastiy = konst.: 6, x,y = aiyz+qby

e Vztahy mezi deformacemi a posunutimi:

13.1.1 Vztahy mezi deformacemi a posunutimi

0%u,  0¢y
Z oxr T ox
0%u, 0@,
Sxx —Z —2 A
e dy? Oy
o Uy 0
— 2 —
Exz z 0xdy 0y 0x
Eyz ou, ou,
ox X ox
ou ou
— Z_¢y _
dy 0x

e [ — linearni operator
* Ky Ky, Ky — kiivosti v jednotlivych smérech

ZKy
ZK

ZKyy

_¢x

_ 0%u, O¢y
© Ky =7 axz  ox
_ 62uz a(l)y
O Ky = ay2 3y
aZu—z Iy a¢y
Koy = —25—22_ZPx_ 7Py
© xy 0xdy ay ax

13.1.2 Vztahy pro vypocet napéti

1 v 0
gxx Ez v o1 0 zx
yy = 1—v2 1—v Y
ny 0 0 2 ny

Efekt normalového napéti g, je v odvozeni zanedban.

Smykova napéti gy, a gy, lze urcit z podminek rovnovéahy napéti:

00y, _ 00xx aaxy
oz ax ay -
doy; _ 00yy 00xy

¢ 0z ay T ax

Po integraci vzhledem k z v piipadg, Ze objemové sily neptisobi:
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Oxz _ 3 472ty

Oyz 2t tz2 by

13.1.3 Mérné vnitini sily (intenzity vnitinich sil) — vnitfni sily na
jednotku délky

my D vD 0 0O O
my vD D 0 0 0
My =0 0 p21-v 0 0
tx 0 0 0 aS 0
ty 0 0 0 0 aS
, Et3
e D — deskova tuhost: D = S

e S=(t
e ag=K71

Pro ptipad spojitého zatiZzeni pusobiciho kolmo k povrchu desky a s vyuzitim
rovnice rovnovahy:

—+—=+p=0

e p — spojité zatizeni

0%u, 0%*u, t?0t, vt?
—D + + - p
ox? = 0y? Gox G1-—v
m
m; _ 0%u, N 0%u,  t?ot, _ vt? .
My, dy? axj GZ(')y G1-—v
1y P B0 Ot

axdy 12 ay  ox

Vyse uvedené rovnice odpovidaji Reissnerové teorii. Rozdil je v tom, Ze nor-
malové napéti o,, je zanedbano. Zanedbame-li smykové deformace, je mozno

jednoduchym zpusobem piejit k teorii ohybanych tenkych desek, tzv. Kirch-
hoffové teorii.
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Marie-Sophie Germain
(1776-1831)

francouzsky matematik, fyzik a filo-
sof

Gustav Robert Kirchhoff
(1824-1887)

némecky fyzik,

zakladatel spektralni analyzy

13.2 Teorie tenkych desek — klasicka Kirchhoffova teo-
rie

Tenkymi nazyvame desky, pro jejichz pomér tlousték k nejmensimu charakte-
ristickému rozméru v pidorysu plati nerovnost % = % = 81—0 a velikost piedpo-
kladanych prahybt neni vét§i nez it. Uvedené predpoklady vychézeji
z praktického piistupu k feSeni, a proto nemusi byt pravidlem.

€y; = 0,85 =0

Ju,  Ou, Ouy  Ou,
dz  0x 9z Oy B
Tyto vztahy integrujeme podle z: z 7{
o ux=—zaalj:+f1 X,y
ou
s Uy = —Z z + fZ X, y ¥y
y ay 1z

Abychom urcili konstanty f; a f,, pouzijeme hypotézu o neroztaZitelnosti
sttednicové plochy:
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* Uy=0+fxy =0
* U, =0+fxy =0

ou,

Podle predpokladu &,, =22 =0 a analogicky s pfihlédnutim ke vztahiim
0 ouy, 0. = ouy,
X

YT ax oy’
ux(x,y,z) _Zey(xry)
uy(x'yrz) = _Zex(x'y)
uz(x,y,z) uz(x,y)

13.2.1 Vztahy mezi deformacemi a posunutimi

2 0%u,
ax 7 9x2
gxx a ux(xryJ Z) aZu Kx
&y = - — u,(x,y,z) = -z A— Ky
£ oy y( ) dy? 2K
xy u,(x,y,z xy
g o9 "N , 82u,
= Ao -2z
dy Ox dxdy
® Ky, Ky, K, — kiivosti v jednotlivych smérech
0%u
O Ky = —722
_ 9%u,
O Ky = _6_312
_ d%uy
© Ky - 0xdy

13.2.2 Vztahy pro vypocet napéti

1 v 0 K
T EC v 1 0
Y T12(1-9) -v 7
My 0 Zny
t
2
0%u,  0%u,
m, = OxxZdz = —D T2 +v oy Nm/m
t
2
0%u,  0%u,
m, = Oyyzdz = —D oy +v T2 Nm/m
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2

Z
d0x0y

Myy = Oxyzdz = =D 1—v Nm/m

-t
2

Z podminek rovnovahy elementu dx, dy (momentové k x, y)

2
3 3
d0°u, 0°u,

d0x3 + d0x0y?

t, = 0,,dz = =D N/m

ty = 0y,dz = =D + N/m

13.2.3 Zakladni diferencialni rovnice desky

Ziskame ji ptipojenim podminky silové rovnovéhy do sméru z.

— a4uz a4uz a4uz _p
AAuZ T 9xt +2 dx20y? + ay* D
, a* a* a*
e AA — operator: AA = — + 2

dIx* dx20y2 8_3/4
e p — spojité zatizeni
e D — ohybové tuhost desky
V piipadé feSeni kmitani desek, pfibude v diferencialni rovnici podle 2. Ne-

0%u,
otz ’

wtonova ohybového zékona €len: ot

e o — hustota materialu

Zuz ,
Frea zrychleni ve sméru osy z
0%u,
DAAu, + Qt? =p
Potencialni energie soustavy (desky):
Plosné zatizeni desky p(x,y)
n=U—-L=  —pu,
s 2
D 0%u, 0%u,0%u, 0%u,
2 0x? d0x?0y? dy?
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13.2.4 Zakladni okrajové podminky

13.2.4.1 Prosty podepieni okraj

. u 0%u dlu
Pro okr = =S =—r2=—"rl=_
o okraj x = konst.=> u, = 92 oy

=0

. du, 9%u, dlu,
= —1 = = — = — =
Prookraj y = konst. = u, = ——==——>=—==10

e | — libovolné kladné ¢islo

X
y |
x=konst }
|
ﬁ

Kinematické (geometrické okrajové podminky:

0%u,
x = konst.= u, =0, o2
0%u,
y = konst.= u, =0, 3y
L %y 0%u,
Je-li soucasné =2 =0a=—=2=0, potom m, =m, =0

dx?2 ay2
Silové okrajové podminky:
x = konst.=> m, =m, = 0,my, #0,t, # 0

y = konst.=> m, =m, =0,my, #0,t, #0

13.2.4.2 Volny okraj

Doplnéné posouvajici sily:

Nahrady za kroutici moment a posouvajici silu.

om, X
y
t,=t,+
X X ay y ko
x=konst
Omy,
ty = ty + ax

Obdobn¢ Ize postupovat i1 u prostého podepieni.

13.2.4.3 Vetknuty okraj

V teorii tenkych desek plati:

0 _auz_oe _auz_o
*T oy YT oax
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Silové podminky:

0%u,
x =konst.= u, =——=0
dy
0%u,
y = konst.= u, =5 - 0
0%u, 0%u,
x = konst.= m, = —-D W'my =—Dv o = vm,
konst.= Dazuz D 0%u,
x = konst.»> m, = =D ——,m,, = —=Dv =vm
y ayz X ayz X

V piipad¢ okrajovych podminek u desek, které maji jiny tvar nez obdélnikovy,
je nutno urcovat pootocCeni a vnitini sily v Sikkmém fezu. Potom se vyrazy pro
tyto okrajové podminky vyjadiuji komplikované. Podrobnosti lze nalézt
V literatufe, napi.: SERVIT, R. a kol. Teorie pruznosti a plasticity II.

13.2.1 Specialni okrajové podminky

e pruzné podepieni

e liniovy kloub

[ )]

e pruzné vetknuti
@

e desky plo$né podepiené

13.3 Hlavni momenty

Pti dimenzovani specialné Zelezo-betonovych desek je nutno urcit tzv. hlavni
momenty m; a my; (my,, = 0).

2
mgp=5 my+m,* my—m, +4mz,

2

Polohy normal k hlavnim rovinam:
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mp; —m, mxy

t = =
g P My m; —m,

Extrémni hodnoty krouticitho momentu — v fezech piilicich uhel hlavnich
rovin:

13.4 Piesnéjsi modely desek

Ortotropie — ptipad ortogonalni anizotropie — rizné moduly pruznosti ve dvou
kolmych smérech.

Ey, Ey, Vxy, Vyx — 4 nezavislé konstanty
Deskova ohybova tuhost:
3 E,t3
12 1= vy vy,
E,t3

Y12 1= vy vy,

X

Deskova torzni tuhost:
Gt3
Do =17

13.5 Metody reSeni desek

e analytické feSeni

o dvojitymi nekone¢nymi fadami

o jednoduchymi nekone¢nymi fadami
e piiblizné feSeni

o koloka¢ni metoda

o metoda minima ¢tvercii chyb

o metoda kone¢nych diferenci

o varia¢ni metody
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13.6 Matice tuhosti ohybanych desek

13.6.1 Tenké desky

Stav deformace v uloze ohybu tenké desky je funkci pficného posunuti
u, x,y strednicové plochy desky.

%,
gxx aazji
&y = —z WZZ Jkdeu, =u, x,y
Exy %u,

Ixdy

Na zéklad¢ uzlovych parametri provedeme na kazdém prvku lokalni aproxi-
maci spojitymi funkcemi, které jsou urCeny jedinym zplsobem na zakladé
hodnot uzlovych parametrii. V ptfipadé tenkych desek jsou uzlové parametry
ou, ou, 0%uy

ax ' ay 'oxdy’ "

linearné zavislé u,,

Pro konkrétni aplikaci ve varia¢ni deskové uloze je nutno zajistit spojitost
duy,

ay

Vv prihybech u, a ve sklonech normal %, ke stfednicové plose desky.

ou, Oduy
ox ' dy

Prvky, které zajisti spojitost u,, , jsou nazyvany kompatibilnimi neboli

konformnimi.

, , . .. . du; Juy ;. .
Prvky, které nesplni pozadavky spojitosti uz,%, %, nazyvame nekompatibil-

nimi neboli nekonformnimi.

13.6.1.1 Trojuhelnikovy konecny prvek — teorie tenkych desek

V ptipad¢ teorie tenkych desek je pficné posunuti u, nezavislé na posunutich
Uy, Uy (posunuti ve stfednicove rovin€). Potom matice tuhosti odpovidajici
posunlim ve stfednicové rovin€ a matice tuhosti odpovidajici pfiénému posunu-
ti jsou nezavislé a mohou byt vycislovany zvlast.

Ay
./. v‘l’
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Matice tuhosti pro posunuti ve stiednicové roviné je vlastné funkce tuhosti 2D
ulohy rovinné napjatosti. Pfi odvozovani matice tuhosti vychazime
z predpokladu, ze funkci u, vyjadiime pomoci konstant ag, a4, ... ag:

Uy = Ag + QX + Ay + azx? + azxy + agy? + agx3 + a; xy? + x%y
+ agy?

1) =duz=a + ayx + 2asy + a; 2xy +x* + 3agy?
Y= 2t ay 5 7 8

duz 2 2
Oy = T =aq, + 2a3x + a,y + 3a¢x° +a, y° + 2xy

Zapséano maticove:

Uz
Py
Px
uz
ut= ¢
2
@5
u;
vy
o3
1 0 0 0 0 0 0 0 o
0 0 1 0 0 0 0 0 0 a°
0 0 0 1
0 —1 0 0 0 0 0 0 3 Q2
1 0 0 0 y3 Y2 g,
Y2 0 0 0 3y2
=0 o 1 02 2y, , 2
0 -1 o 02 -y5 0 0 — Y3 0 as
1 X3 y; x5 X3¥3 2 X3 x3y3+x3ys y; e
0 0 1 0 X5 2y; 0 2xgy,4ad 3y Y
0 -1 0 -2r; —s 03 33 3 V3 ag

—3x2 — yZ+4+2x3y; O
=Sa

Pozn.: Funkci u, nelze pouzit pro pfipad 2y; = —x3 + y,, protoze v tomto
ptipad¢ je matice S singularni.

Funkce prithybu:
u, = Pa
e P=1 x y x* xy y* x3 xy*+x%*y y3
e a= % A1 A2 a3 a, as ag a, ag'
a=S5S1u® = u,=PsS e

Existuji 1 jiné moznosti vybéru ndhradniho polynomu. Napft.: Gallagher pouzil
¢len a, xy2.

Pomérné deformace pro dosazeni do funkcionalu energie deformace prvku
desky:
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® Exx T 922
u,
* &y 22
duy,
¢ gxyz_zaxay
Exx 0 0 0 2 0 0 6x 2y 0
E= &y =—20 0 0 0 0 2 0 2x 6y a=—zGa
€2z 0 000 20 0 4x+y 0
= Ha

e=Ha=HS 'u® = Bu=—-2G65"1u¢

Matice pruznostnich konstant:

1 v 0
_FE v 1 o0
T 1 =2 1—-v
0 0
2
Matice pruznostnich konstant pro pripad desky:
5 1 v 0
Eh
D' =i S 1oy
0 0

2

Potencialni energie deformace prvku:

t
2
3

1 1 t
Ue = 5 e'Detdxdydz = 3 u¢’sTGT ED GS™'u’ dxdy
ne —t Qe
2

1 1
= EueT STGTD*GS ' dxdy u® = EueTKeue
Qe
3

Lo 2 ¢
o _z%dz=—
2 12

Matice tuhosti prvku:

K¢= STG'DGS'dxdy=ST G'D*GdxdyS™*

Qe Qe
G'D*Gdxdy = Ee?
Y= 1102
Qe Qe
] |
4
0 21-v sym
o | 4v 0 4 dxdy
12x 0 12vx 36x2

4vi+y 41-v x—y 4x+vy 12vx+y 12-8v x+y? —81-vuxy
12vy 0 12y 36vxy 12 x+vyy 36y?
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Vy¢isleni jednotlivych koeficientl 1ze provést pomoci plosnych integrali:

0 4,0 1
I x°,y° = dxdy=ix3y2
1
I x1,y° = xdxdy=gx§y2
1
I x%,y% = «x? dxdy=ﬁx§’y2
Ix%y' = dxdy =+ +
x5y y axay 6x33’2 Y2 TY3
1
[x%y* = y*dxdy =-X3y2 ¥ +¥2¥s + s
Ixby! = xydedy = =xdy, y2+2
x5y Xy axay 24x33’2 V2 V3

13.6.1.2 Obdélnikovy konecny prvek — teorie tenkych desek

D12 — dvanact stuprit volnosti

Funkce posunuti pro vypocet matice tuhosti miize byt dana ve tvaru:
u, = Vu¢

T
e 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
* U= U (py Px Uy QDy Px Uz <py Px Uy QDy Px
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e V — vektor tvarovych funkei:
1-én—3-2{¢*1-n - 1-¢ 3-2n7n?
1-¢&n1—-n?2b
—$1-¢%1-na
1-¢ 3-2nn*+§1-¢ 1-28
—1-¢ 1-n1°b
VT= —51—5277(1
3-28&n—-m1-n 1-2n
—§1-nn°b
1-¢ ?na
3-28821-n+&n1-n 1-2n
én1-n?b
1-¢8&1-na

£ = Bu®

e & — dosadi se do vyrazu pro potencialni energii, dale nepostupuje ob-

vyklym zptsobem
6z 6z
1-—2¢ 1—77; 1-¢ 1—2775 61— 6y 1-n %
° ) 1—4n+3n2 Z
—2-3¢ 1—;7% 0 _1_4“3{2‘%
LS S1E I he g tep1on
0 1-¢ 2—3;7%2 _n2_3n%z @
o BT = _2_35”32 0 1—4§+3§22b_z
_1—2577% —fl—Zni—f 1-6§1—¢ —6n71—7 %
0 51—317272 ,72_377%2
—1—3;;7% 0 —52—35272
-1-28 1-93 2 g1-2 2 —146§1-§ +6n1—19 =
0 52—317%2 —1—4n+31272§
- 1-3¢ 1_,7%2 0 §2-3¢ —

Aproximovana funkce prihybu zajistuje pouze spojitost posunuti na hranici
mezi prvky (prvky jsou vzhledem k posunutim kompatibilni). Avsak z hlediska
spojitosti skloni normal na hranici mluvime o tomto prvku jako o nekompati-
bilnim, protoze prvek spojitost pootoceni normal na hranici mezi prvky neza-
rucuje. Aby bylo dosazeno jak kompatibility v posunutich a pooto¢enich nor-
mal, byly stanoveny aproximac¢ni funkce ve tvaru dvojdimenzionalnich Hermi-
tovych polynomi (Bogner).
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1-—-2¢ 1—le+277 1—1’]2
1+28 1-¢&2np1-n2b
—§1-821+42n 1-n2a
1+28 1-&823-2n7n?
— 1428 1-¢21—-nn%
-§1-¢23-2nn%a
3—2& & 3-2n n?
—3-28¢&*3-2n1n%
1-¢& &% 3-2nn%a
3—-28¢&%1+2n 1—n?
3—-288&n1-n?%b
1-¢8&%21+2n 1—n2a

Existuje celd fada kompatibilnich a nekompatibilnich prvki pro feSeni ohybu
tenkych desek. Nekteré postupy odvozeni jsou zndmé, nékteré utajené.

VT

Reseni pomoci deskovych prvkii ziskame uzlové hodnoty prithybu, pootoéeni a
napéti, pomérné deformace na prvcich. Pro dimenzovani zelezo-betonovych
desek je nutno znat dimenzac¢ni momenty ziskané z m,, m,,m,,. Hodnoty
momentl lze ziskat z hodnot napéti gy, gy, gy, V dolnich (index 4 a hornich
(index ") vldknech desky.

2 h d 2 h d 2 h d
t? ol — o t t

12 ’

Oy — Oy Oxy — Oxy

My = 12

mxy =

13.6.1.3 Kompatibilni kone¢né prvky pro feSeni ohybu tenkych desek

3 3
U, 5
ou,
u= oax , 1=12;3 2 s 2
ou,
ay 4
! 1

Stfedoevropské centrum pro vytvareni a realizaci inovovanych

technicko-ekonomickych studijnich programa

Registracni ¢islo CZ.1.07/2.2.00/28.0301

Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim fondem a statnim rozpoctem Ceské republiky.
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ouy

ax
ouy

ay

ou,
ax
ouy

ay

Jouy,
ox
Jouy,
oy
0%uy,
ox?
uy

axy

0%uy,

oxdy

u,

= odn ,
duy,
ds

, 1=1;2;3

i=1;,2;3, j=

= u,, (=123, j=4;5;6
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Uz

ouy

ax

ouy 3
ay

w= P, ui=u,, =

0x? J
0%u, 6 e
oxy

L

0%uy,
dy? I
1;2;3, j=4;5;6 L
parametry v tomto uzlu jsou
vilouleny stat. kondenzaci

Jouy,
T ou . .

u = ax U= a—z, i=1;2;3;7, j=4;5;6
Jouy, n

ay

uZ
ou,

u= o ,u;= u,, 1=1;2;3;10
ou,

oy ) parametry v téchto uzlech jsou
vylouceny stat. kondenzaci

13.6.1.4 Staticka kondenzace

Statickd kondenzace vnitinich parametrti je vhodna v ptipadé€ vytvareni super-
prvkl (subkonstrukci), kdy je skupina prvka redukovéana (pfevedena) na jeden
prvek, nebo pfi vytvareni matic prvku, kdy lze nékteré parametry pfevazné ve
vnitinich uzlech prvku vyloucit.

Nejprve si ukazeme, ze kvadratickou funkci pozitivné definitni matici, tj. funk-
ci G= %uTKu — uTF, miZeme minimalizovat tak, Ze najdeme minimum
vzhledem k nékterym proménnym a pak ji budeme minimalizovat vzhledem ke
zbyvajicim proménnym.
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Necht wu= u® u* .. u™ uj u3 .. ujT. Oznatme u, =

ul> upt o outTaug= ui o uy o ow T
Matici K rozdélme na ¢tyfi submatice a vektor F na dva vektory zpusobem
odpovidajicim vektoru u.

A B F

g ¢’ F= F,

e A — matice typu (i, 1)

e B — matice typu (i, )

e C — matice typu (j, )

o F,, — sklada se z prvnich i slozek vektoru F

K =

e F, — obsahuje zbyl¢ slozky vektoru F

. 1 1

Potom plati: G = EuTKu —u'F = 3 ul, Au,, + 2ul, Bu, + uf Cu, —
ul F,, — ulF,. Prava strana je kvadratickou funkci proménnych u,, pficemz
s g 1 y . . o
kvadraticka ¢ast je rovna EuZCus. Vzhledem k tomu, Zze matice K je pozitivné

definitni, musi byt pozitivné definitni i matice C. Proto ma funkce G, jako
funkce proménnych uf, u3, ... u;, pravé jedno minimum, které dostaneme vy-

St rovnice: 96 _ 0
poctem z o
aG — T — -1 pT -1
W—Bum+Cu5—F5 = u;=-C"B'u, +C F;
S

r v vy , 1 1 _
Po dosazeni a pravé obdrzime vyraz G = Eu,TnK *u, —ul F* — F TC1F,

e K*=A-BC'BT
e F*=F, —BC'F,

Vzhledem k tomu, ze cilem neni najit minimum funkce G, nybrz vektor ktery ji
minimalizuje, 1ze ¢len na pravé strané vztahu zanedbat, coZ znamena, ze zbyva

o . 1 o :
minimalizovat funkci G = EuTmK*um — ul, F*. Vypo&et matice K* a vektoru
F* neprovadime podle vySe uvedenych vztaht, ale Gaussovou eliminaci pro-
ménnych uj, u3, ... uj, pficemz obdrzime soustavu rovnic K*u,, = F".

e K™ — matice tuhosti (koeficientll) superprvki

e F* — zat€Zovaci vektor

13.6.1.5 Kompatibilni ¢tyiihelnikové konecné prvky
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13.6.2 Konecné prvky pro reSeni ohybu tlustych desek

TimoSenko poprvé poukdzal na dulezitost pficnych smykovych deformaci a
rotacnich sil setrvacnosti. Pozdéji byla Kirchhoffova teorie desek doplnéna
zahrnutim pfi¢ného smykového efektu Donnellem a Goldveizerem. Nejpouzi-
van¢jSimi teoriemi ohybu tlustych desek jsou Reissnerova a Mindlinova. Posu-
nuti v desce mohou byt pln€ popsana komponentami vektoru u,.

—z0,
u, = —z0,
Uz X,y

e u, — piicné posunuti sttednicové plochy

v s ow: ou, 2 1+v
e 0O, — pootoCeni vu¢iose y: 0, = — — t
y~P Y- Yy ox Et %
v 7 o v auZ 2 1+v
e 0O, —pootodenivudiose x: 0, = —=—k t
x P x y Et Y

Tyto komponenty jsou nezavislymi funkcemi soufadnic bodl stfednicové plo-
chy desky x,y, ¢imz se liSi od klasické teorie tenkych desek 6, = %, 0, =

ous
oy

13.6.2.1 Izoparametricky kone¢ny prvek o 24 stupnich volnosti
Tento prvek byl poprvé odvozen Hintonem a Rockem a byl publikovan v roce

1976. Byl odvozen na zakladé izoparametrického ctyfuhelnikového prvku o
osmi uzlech.

g

z x
Tvarové funkce zavislé na poloze kazdého z uzli definujeme:

e geometrii prvkl ve tvarech uzlovych soufadnic
e proménnym posunutim na prvku ve tvaru uzlovych posunuti

Plati: x = P, ¥ix;, y= L,y

X
Nebo kompaktnéji: y = & Wi,
Xi
¢ M= Vi

Obdobné plati: u, = P pu;, 6, = P 90, 0, = 90y,
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Uy

Nebo kompaktnéji: gx = Py
y
Ui
o u;= Oy
0y
dx Jy
. . ., .. ., 98 9¢
Opét definujeme transformacni matici (Jakobidn transformace): J = .- 3y
an o
o X_ 8 i,
o¢ =1 ¢ l
o X _ 8 i
an =1 an l
. Do os o
FH =1 3¢
d ;
o - 8 Wi
on =1 9

Vztahy mezi deformacemi a posunutimi:

_ 9%
ox
20,
ay
£= _ 00, 09
ay dx
_¢x
—p,
Vektor & vyjadiime pomoci uzlovych parametrii: £ = %, B; u;
oY
0 o 0
_ 9%
0 0 2y
_%%i 9%
ady ox
%
ay lpl 0
oY
ay 0 lpl

Derivace tvarovych funkeci vyc¢islime podle pravidla derivovani sloZzené funkce:

Qi _ i 08 | in
ox ¢ Ox an 0x
Qi _ ;98 | idn
ay 0§ dy ~ dn dy
¢

e . a+d— vycisleny z matice J?!

Vztahy mezi napétim a deformaci:
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Ez
%y =1—v2 v 1 1(—)1/ Ky
Oxy 0 0 — Kuy
D vD 0 0 O
Ozx 3 4z Uty _ vD D 0 0 0
o 2 17w t,oP= 0 0 D21-v 0 0
0 0 0 aS 0
0 0 0 0 a$
e a=1
o S=4Gt
O'TE m, my mxy Ly ty
Matice tuhosti prvku:
1 1
K¢ = BTDB det]Jdédn
-1 -1

e B —rozsifena matice sestavena z B;

Vypocet se provadi pomoci numerické integrace. Nejlepsi vysledky pfi feseni
statickych uloh jsou ziskany pii pouziti zplisobu tzv. ,,redukované integrace®.
Toto ptiblizeni vyuziva 2x2 Gaussovo kvadraturni pravidlo.

Stejnym zplisobem lze odvodit izoparametricky deskovy prvek o 4 uzlech a 12
stupnich volnosti. Tento prvek ma oproti prvku o 24 stupnich volnosti podstat-
nou vyhodu. Nemé mezilehlé uzly, coZ ptinasi vyhody pfi déleni oblasti.
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14 Skorepiny

Skotepinami se rozumi nosné plosné konstrukce staveb, zakiivené nebo zalo-
mené v jednom popiipadé v obou smérech. Zakladni charakteristikou skofepi-
ny (tak, jako u desek) je, Ze jeden jeji rozmér — tloustka je vyrazné mensi nez
zbyvajici rozméry.

Skotepiny dé€lime do tii skupin, a to podle jejich statického chovani, které
pfedurcuje pouziti vychozi teorie. Je vhodné zavést pojem stiedni tloustka sko-
fepiny t,, a sttedni polomér kiivosti stiednicové plochy 7.

e Velmi tenké skotepiny — kovové zasobniky, velkorozmérové nadrze z

oceli, venkovni kovovéa potrubi velkych prafezii, vysoké kovové komi-

ny,...

tarr 1 .1

Tarr 400 600
o Tenké skofepiny — zelezobetonové skotfepiny, Zelezobetonové plaste
chladicich vézi, vysoké Zelezobetonové kominy, velkorozmérové Zele-
zobetonové nadrze, venkovni zelezobetonové velkoprimérova potru-

bi,...

tarr _ 1 . 1
Tarr 50 200
o Tlusté skotfepiny — nadrze zelezobetonovych vodojemt, tlakové zelezo-

betonové potrubi, klenbové Zelezobetonové piehradni nadrze, opérné

zdi vyklenuté proti zeminé,

tagrr _ 1 1

Tarr 20 30

Zakladem teorie skofepin je teorie tenkych skofepin, a to z téchto divodu:

e VySetfovani velmi tenkych skofepin je vzdy velmi specifické, zavislé
na geometrickém tvaru skofepiny, vychazi z teorie tenkych skotfepin

e VysSetfovani tlustych skofepin je sloZit€jsi nez vySetfovani tenkych sko-
fepin, proto se obchazi riznymi jednodusSimi teoriemi

Pti navrhovani skofepin usilujeme 0 to, aby hlavni ¢ast zatizeni spojité pusobi-
la v kolmych smérech na stfednicovou plochu. Podafi-li se to, potom skofepina
pfenasi vnéjsi zatizeni do podpor predevSim normalovymi silami a je malo
namahand ohybové. Toto se dafi zejména u nizkych stieSnich bani, které se
chovaji jako prostorovy oblouk.

Vseobecna teorie staticky namahanych tenkych skofepin je vypracovana ve
trech variantach sefazenych podle irovné modelovani a tedy 1 podle obtiZnosti.

e Pfesna ohybova teorie

e Technickda ohybova teorie

e Membranova teorie
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Nejjednodussi teorie je membranova, kterou Ize pouZit jen vzacné, a to u sko-
fepin s prevladajicimi sténovymi vnitinimi silami. Vysetfujeme-li statické sta-
vy navrzené konkrétni tenké skofepiny za pouziti pfesné ohybové teorie nebo
technické ohybové teorie, potom je nutno tuto vS§eobecnou teorii konkretizovat
podle tvaru stfednicové plochy a podle zpiisobu podepteni. Je to vzdy velmi
nesnadna a mnohdy nefesitelnd tloha. Teoretické vySetiovani tenkych skofepin
je matematicky velmi narocné.

Stejné jako u stén a desek je klicem ke stanoveni jejich statickych stavi sténo-
va a deskova rovnice. Ob¢ tyto rovnice jsou sestavovany z ptislusnych podmi-
nek statickych, geometrickych a fyzikalnich. Obdobné v ptipadu tenkych sko-
fepin jsou tfi simultanni parcidlni diferencidlni rovnice 3. a 4. fadu pro slozky
pfemisténi stiednicové plochy u,,u, a u,. Také tyto rovnice se sestavuji z
podminek, statickych, geometrickych a fyzikalnich. Pfitom geometrické pod-
minky se u tenkych skofepin odvozuji velmi nesnadno, pfiCemz se méni s
funkci geometrie stfednicové plochy.

14.1 Tenké stavebni skorepiny

Stfednicova plocha
e zcela hladka (spojitost v bod¢ v¢etné prvni derivace)
e po castech hladka

Skotepiny
e sjednou kiivosti

e sdvoji kiivosti

Vyznamnou skupinu tvofi rota¢ni skotepiny, které mohou mit jednu nebo dvoji
kiivost. Dalsi skupinu tvofi tzv. lomenice s nulovou kfivosti, nebot’ jsou sesta-
veny ze sténodesek.

Piiklady pouZzivanych tenkych skorepin:

Dlouha stie$ni valcova skotepina — jedna kiivost

StieSni konoidickd skotfepina — dvoji kiivost
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Prefabrikovany dil stfesni Skotfepiny do rozponu 25 m — hyperbolicky parabo-
loid — dvoji kiivost

Rotacni valcova skotfepina — jedna kiivost
Rotacni ban¢ — dvoji kiivost

Jednodilny hyperboloid — dvoji kiivost
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Lomena skofepina — lomenice — nulova kiivost

Kiivky nejbéznéjsich hladkych ploch:

Vialcové plochy

Rotac¢ni kuzelova plocha

Kulova plocha

Plocha jednodilného rota¢niho hyperboloidu
Plocha konoidu

14.2 Presna ohybova teorie pro vySetiovani plnych

tenkych skorepin:

Vychozi predpoklady:

Materidl skofepiny je homogenni, izotropni a linearné pruzny.

Normélové napéti ve smérech kolmych na stfednicovou plochu je ve
srovnani s normalovym napétim ve zbyvajicich smérech natolik malé,
Ze jej povazujeme za nulové.

Predpoklada se platnost rozsiten¢ Navierovy-Bernoulliho hypotézy:
Normaly stfednicové plochy zlstavaji normalami i po jejim pietvoreni,
pticemz vzdalenosti bodli na normalach od stfednicové plochy se ne-
meéni.

Predpokladaji se natolik maléd pietvorfeni skofepiny, ze lze vychazet z
teorie I. Radu.
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Geometrie diferencialniho elementu skofepiny:

E1yFi mimostitedné normdly
V diisledku  mimob&znosti normal Zf;;fe;;;ﬂf‘;ff?wiﬁ‘f;;’jjfg,ﬁ?;} nej-
sou bo¢ni plosky diferencial elementu ro-
vinné. Jedin¢ z takovych elementl lze sestavit v obecnych smérech a L
kompatibiln¢ uvazZovanou skotfepinu. V ptipad¢, Ze ortogondlni soufadnice
a, jsou hlavnimi kiivkami plochy &, plati «,f = «a;,«a; . Potom nor-
maly v rozich diferencidlniho elementu d® = dxdy se provadi po parech
a =x,a; =y .

Pii kone¢nych polomérech kii-
vosti 7,7y, zavisi délky dx,dy u
diferencialniho elementu skofepi-
ny na vzdalenosti od stiednicové
plochy @, tedy na soufadniciz.
Potom plati:

dx z =dx+Adx z, dy z
=dy+Ady z

Z geometrie elementu plyne:

dx dy
Adx z =—2z, Ady z =—z
Ty 7y,

Po dosazeni:

z
dx z =dx 1+— , dy z

rx
dy 1+~
=dy —
Ty

ZatiZeni skorepin:

Na skofepiny by nemély ptsobit koncentrované statické ucinky. Silova zatizeni
obecného sméru rozkladame ve stfednicové roviné do smért x, y, z.

Rozdéleni napéti na elementarnim prvku skorepiny:
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Vnitini sily skorepiny:

Integraci normalového napéti g, ziskdme normalové sily n,, n,,. Pfemis-

o
vy
ténim n,, n, do ® ziskime ohybové momenty m,,m,,.

t t

2 2
z z
Ny, = Oxx 1+— dz N/m, n,= oyy 1+— dz N/m
7y, Ty
~t -t
2 2
t t
2 2
z z
m, = — Oxxz2 1+— dz N, m,=— Oyyz 1+— dz N
Ty Ty
-t -t
2 2

Integraci smykového napéti oy, gy, ziskame tangencialni sily n,,, n,,. Jejich
pfemisténim do @ ziskdme kroutici momenty m,,, m,,. Protoze 7, # 1y, pak
My F Nyy AMyy F My

t t

2 2
z z
n, = Oxy 1+— dz N/m, n,= Oy 1+— dz N/m
7y, Ty
~t -t
2 2
t t
2 2
z z
Myy = — OxyZz 1+— dz N, my,=- Oyxz 1+— dz N
Ty Ty
~t -t
2 2

Integraci smykového napéti oy, 0, ziskame posouvajici sily ¢, t,.

t t
2 2

z z
t, = — Ox; 1+— dz N/m, t,=— O;x 1+— dz N/m
Ty Ty
—t -t
2 2
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Napjatost skofepiny v jejim obecném bodé je popsana 10 vnitinimi silami:

o StEnove sily — Ny, Ny, Ny, Ny
e Deskové sily — m,, My, My, My, by, ty,

Transformace napjatosti v obecném bodé skoiepiny:

f =

A dx
71,
i
dy r,1_...
My
t, ¥ 72
i
My
Y 1
m ¥ 11,
X
g ooy
A (x,
T(xy) A
— 2 s 2 :
Ng = Ny COS“ @ + Ny, Sin“a + Ny, + 1y, sinacosa
Tlﬁ = .
Mpy = —Myy, sin® a + My cosla— m, — m, sinacosa

tg =tycosa +t,sina
tp = —ty sina +t,cosa
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Piemisténi skorepiny: T

Je popsano funkcemi uy, Uy, u,. pd hz=n- |
: Ao <
. D ST
pe 7
Zakladni rovnice plnych tenkych skore- -
pin:
3
Dy uy x,¥ ,uy X,y Uz X,y = —Dity x,y
3
D,” uy x,¥ ,Uuy X,y ,u; X,y = —Dyt, x,y
D33 Uy X,y Uy X,Y U, X,y = +Dsn, x,y

e slozité parcidlni diferencialni rovnice + okrajové podminky

Technicka ohybova teorie skofepin:
o ! r ~ 0 — geometricky predpoklad = n,,, = n,, am,, = my,

e v = 0 — fyzikalni pfedpoklad

14.3 Skorepinovy plochy ¢tyfuzlovy koneény prvek

Plochy c¢tyfuhelnikovy skoticovy prvek lze ziskat superpozici ohybového cho-
vani desky a rovinné napjatosti ve stén€. Necht’ je ohybové chovani zahrnuto
ctyfuhelnikovym prvkem (4 uzly, 12 stupiti volnosti) a sténové chovani
¢tyfuhelnikovym prvkem (¢ uzly, 8 stupiii volnosti). Potom bude mit vysledny
prvek 5 stupniit volnosti v kazdém uzlu. Sténové chovani se skofepin nazyva
membranovym.

Deskosténovy konecny prvek s péti stupni volnosti v kazdém uzlu:




139

Deskovy prvek Sténo 1,'“1,? prve k

Prvek 1ze pouzit jak pro modelovani konstrukci sestavajicich z rovinnych utva-
ra propojenych pod rtiznymi thly, tak 1 pro modelovani zakifivenych utvart
(skofepin).

Lomenice:

Malo zakrivena (plocha skofepina):

X

Pro praktické pouziti existuji efektivnéjsi typy skotfepinovych prvkl. Na tomto
prvku vSak lze ukazat ur¢ité zakladni postupy a nedostatky pii pouziti obdob-
nych prvk.

Necht' K a K, jsou matice tuhosti v lokalni soustavé soufadnic odpovidajici
ohybovému a membranovému chovéni prvku. Potom matice tuhosti skofepino-
vého prvku K je sestavena takto:

Ky O

K. =
ST 0 Ky
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e K. 20,20 — matice tuhosti skofepinového prvku
e Ky 12,12 — matice tuhosti ohybané desky
e K, 8,8 — matice tuhosti membrany

Tento prvek lze pouzit pro nejriznéjsi typy skofepin. Na obrazku lomenice je
zobrazen uzel siti prvkd, ve kterém je Sest stupnil volnosti. Matice tuhosti prv-
ku sténodesky v globalni soufadné soustavé je typu 24x24 na rozdil od lokalni
matice tuhosti typu 20x20 bez rozsifeni.

K = TTK.T
Ks 0

0 O
e T — transformacni matice z lokélni do globalni soufadné soustavy

o K 24,24 — rozsifena lokalni matice tuhosti: K5 =

Tuhost odpovidajici rotaci 6, v lokalni soustavé souradnic je nulova. Toto vy-
plyva z faktu, Ze tento stupent volnosti nebyl zohlednén pfti formulaci problému
(nebyl zahrnut ve vyrazu pro energii deformace prvku).

V piipad¢ lomenice po transformaci z lokalni soustavy soufadnic do globalni
soustavy soufadnic jiz ma vSechny globalni stupné volnosti. V piipadé plo-
chych (slabé zaktivenych) skofepin je tuhost odpovidajici stupni volnosti 6,
mald. Potom muize byt matice tuhosti Spatné podminéna nebo dokonce i singu-
larni. Tento problém mulze byt odstranén zavedenim malych koeficientl tuhosti
odpovidajicich rotacim 8,.

0 kI
L] KS 20, 20
o I 44

e k — malé ¢islo (napf.: ﬁ nejmensiho diagonalniho prvku matice K)

Jiny zpusob, kterym lze obejit uvedeny problém spociva v pouziti konec¢ného
prvku pro skotfepinu. Tento prvek je odvozen piimo na zakladé teorie skofepin.
U tady prvkt jsou provedeny zlepSeni upravujici uvedeny nedostatek.
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15  Prostorové konecné prvky

Prostorové prvky jsou nejcastcji izoparametrické ve tvaru:

e brick“ (cihla)

o osmiuzlovy Sestistén — 24 stupiili volnosti

o dvacetiuzlovy Sestistén — 60 stupiili volnosti
o tet” (tetraedr, Ctyfstén)

o Ctyfuzlovy — 12 stupiii volnosti

o desetiuzlovy — 30 stupiii volnosti

Tyto prvky maji v kazdém uzlu tfi stupn€ volnosti u,, u,, u,. Existuji vSak i
prostorové prvky s Sesti stupni volnosti v uzlu:

e osmiuzlovy Sestistén — 48 stupnill volnosti
o (tyfuzlovy Ctyistén — 24 stupiili volnosti

|

|

|

-
/

TS 2

V praxi se preferuje pouzivat sit¢ prvku typu ,,brick pted pouzitim prvkil typu
»tet. V soucasné dobé vSak neexistuji generatory sité prvkil ve tvaru Sestisténu
pro obecné tvarované objemy. Objemy je nutné nejprve rozdélit na pravidelné
topologicky ptipustné podobjemy a ty lze potom jiz vykryt prvky ve tvaru Ses-
tisténu.

Sit’ prvku typu ,,brick*: Sit’ prvki typu ,,tet*:

V piipad€ pouziti Ctyi'sténi lze prakticky bez vyznamnych komplikaci genero-
vat sité prvki vykryvajici libovolné tvarovany objem — vyhoda pii pienosu
objemt z CAD systémd.

Stfedoevropské centrum pro vytvareni a realizaci inovovanych

technicko-ekonomickych studijnich programa

Registracni ¢islo CZ.1.07/2.2.00/28.0301

Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim fondem a statnim rozpoctem Ceské republiky.
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16 Analyza konvergence

(134

Konvergence k ,,pfesnému‘ feSeni:

e monotonni
e nemonotdénni

Abychom zajistili monotdénni konvergenci ke spravnému fesSeni, je nutné v de-
formacni variant¢ kone¢nych prvka dosahnout toho, aby prvky byly uplné a
kompatibilni. Jsou-li tyto podminky splnény, potom pfi zjemiovani sité prvki
piesnost fesSeni spojité roste.

Pozadavek uplnosti je kladen na funkce posunuti a je nutno zarucit, aby pohyb
telesa jako tuhého celku nevyvolal v télese pruzné deformace a dale aproxi-
macni funkce musi zarucovat moznost piesného stanoveni konstantnich defor-
maci nebo napéti.

Tvary premisténi jako tuhého télesa:

e prvek pro rovinnou napjatost

L —— — 1
—_— -
-~
PN
S
A
I
NS
w

________ s e
. e
T \v/
Tvary premisténi odpovidajici stupni volnosti télesa:
e rovinna uloha — 3 stupné lP
volnosti 5
e prostorova uloha — 6 '
stupiiil volnosti
. , . pohyb jako
Pozadavek uplnrost.l je kladen na nihého celku,
fgnkce posunuti aje nytno zarl{- Dprvek musi byi
¢it, aby pohyb télesa jako tuhé- bez napéti
ho celku nevyvolal v ftclese

pruzné deformace a dale apro-
ximacni funkce musi zaru€ovat moznost piesného stanoveni konstantnich de-
formaci nebo napéti.

Pozadavek kompatibility je kladen na vybér aproximacnich funkci, které musi
zarucovat spojitost hledané funkce uvnit i na jeho hranici. Je-li n tad nejvyssi
derivace ve varia¢nim funkcionalu prvku, potom aproximacni funkce musi byt
n-krat diferencovatelnd a jeji derivace musi byt spojité do fadu (n — 1) vcetné.
Prvky vyhovujici tomuto predpokladu patii do tiidy €™~ prvka.
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Soucasné splnéni vSech podminek je spojeno s velkymi tézkostmi. Existence
n-té derivace se zarucuje relativné jednoduse. Pozadavky spojitosti se ve vétsi-
n¢ piipada vztahuji k prvkiim desek, skofepin nezavisle na stanoveném poctu
stupiiti volnosti. U téchto prvkl se velmi tézko vyhovuje v§em vztahim popi-
sujicim pohyb télesa jako tuhého celku. Podminky tplnosti jsou splnény napfti-
klad, obsahuji-li aproximac¢ni funkce polynomy minimalniho fadu n, kde n je
fad nejvyssi derivace vU u .

Uplné spojité funkce na prvku pii diskretizaci oblasti konstrukce zaruéuji mo-
notoénni konvergenci k hledanému feSeni. Teoretické sledovani presnosti feseni
ukézalo, e energeticka norma rezidui je proporcionalni A"~ kde h je cha-
rakteristicky rozmér prvku, n je nejvyssi fad tplného polynomu obsazeného v
aproximaci na prvku, i je nejvyssi fad derivaci v U.

Rychlost konvergence je zavisla na tvaru polynomu pouzitého pro aproximaci
funkce posunuti.

Existuje pojem prostorové izotropni prvky — maji tytéz vyrazy pro posunuti ve
vSech smérech.

Prostorové neizotropni prvky:

* U, X,y =aq+ax+azy+ asxy
* Uy, x,y =by+byx+bsy+bxy

Funkce posunuti na prvku nezavisla na orientaci soufadnych os. Téchto vlast-
nosti 1ze vyuZit napf.: u skofepinovych prvka.

Je znamo, ze ptesnost feSeni MKP pfi zvétSeni polynomu roste rychleji nez pii
zhustovani sité prvka.

16.1 Nekompatibilni modely prvku

V praxi se pouziva celd fada nekompatibilnich prvki, protoZe pomoci nich lze
ziskat prakticky pouzitelné vysledky feSeni. Dokonce se velmi ¢asto pouzivaji
tzv. nekompatibilni funkce (tvary) pro vylepseni vlastnosti prvku.

Napt.: ¢tyfuzlovy izoparametricky prvek pro feseni 2D tloh (rovinné napjatos-
ti) stvarovymi funkcemi ; =i 1+8 1+mn,é =860 =nm, i =
1; 2; 3; 4 velmi Spatné pfenasi ohyb v rovin€é. Po zavedeni doplikovych ne-
kompatibilnich funkci ¢p; = 1—¢2 ,i=1;3a¢; = 1—n*,j=2;4

4
Uy = Yiuy + @11 + a2, u,
4

= Yiuy; + asps + a,p,
i=1

,,Bublinkova funkce"
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Tyto funkce nezlepsuji spojitost mezi prvky.

Jednotlivé prvky se testuji a provétuji se jejich vlastnosti — témto testlim se fika
,,benchmark testy. Kontroluje se:

obecna funk¢nost prvku,

piesnost prvku,

neobsahuje-li prvek defekty (shear locking, spurious energy modes
atd.),

tvarova citlivost vzhledem k integraci apod.

16.2 Vypocet napéti na prvku

Na zéklad¢ uzlovych hodnot lze vyc¢islit napéti v libovolném bod¢ prvku. Vy-
pocet se provadi pomoci tzv. matice napéti — jedna se o matici napéti v zavis-
losti na vektoru slozek deformaci.

V praxi se napéti vycisluji pouze ve vybranych mistech na prvku. Hodnoty
sloZzek napéti nejsou spojité mezi prvky, piestoze pole napéti je obsazeno ve
formulaci kone¢ného prvku. Je vysledovano, Ze napéti v nékterych bodech je
vycislovano s vyrazné vyssi pfesnosti nez v ostatnich bodech. Nejvice ,,pies-
nymi* body jsou Gaussovy integracni body.
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